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Bolim 1: Nevtonyen Olmayan Analizlerin Tarihi

1.1 Aritmetik Temellerden Yiiksek Matematige: Problemin Dogasina Uygun Matematik insasi

Matematiksel diistincenin gelisim siireci incelendiginde; analiz, cebir, geometri ve topoloji gibi birbirinden bagimsiz ve devasa goriinen disiplinlerin,
oziinde oldukga yalin yapa taslari {izerine insa edildigi goriiliir. Bu disiplinlerin tamami, en alt katmanda temel aritmetik islemlere dayanmaktadir.
Matematigin bu denli karmasik soyutlamalara basvurmasinin temel amaci ise aslinda oldukga basittir: Nicelikleri birbirleriyle karsilastirmak, 6l¢mek
ve aralarindaki degisim dinamiklerini anlamlandirmaktir.

Bu hiyerarsik yapinin dogal bir sonucu olarak, en alt katmandaki karsilastirma ve 6lgme araglarinda —yani temel aritmetikte— yapilacak aksiyomatik
bir degisiklik, tizerinde yiikselen tiim devasa matematiksel yapilar1 da temelden ¢atiya dogru koklii bir doniisiime ugratir. Dolayisiyla matematiksel
modellemede en saglikl1 ve verimli yaklasim, incelenen problemin dogasini en bastan dogru teshis etmek ve aritmetiksel temeli dogrudan bu problemin
karakterine uygun olarak se¢mektir.

Bu duruma en ¢arpici 6rnek, klasik (Nevton-Leibniz) kalkiiliis ile Nevtonyen olmayan (Non-Newtonian) kalkiiliis arasindaki yapisal farktir:

» Toplamsal (Dogrusal) Perspektif: Klasik analiz, degisimi fark (¢ikarma) ve birikimi toplama islemleri tizerinden tanimlar. Dogrusal (lineer)
degisim stireglerini ve sonsuz kiigiik farklar: (dx) tespit etmekte olagandiistii bir basar1 gosterir. Sabit hizla degisen veya toplamsal olarak biiytiyen
fiziksel olaylarm modellenmesinde en ideal aractr.

» Oransal (Ustel) Perspektif: Niifus dinamigi, radyoaktif bozunma, bilesik faiz veya fraktal biiyiime gibi dogasi geregi iistel veya geometrik degisen
siireglerde, degisimi “fark” islemiyle agiklamaya calismak problemi kendi dogasina yabanci bir kaliba zorlamaktir. Bu tiir problemlerde iki du-
rum arasindaki farktan ziyade oran (b6lme) ve kat (carpma) iliskisi belirleyicidir. Degisimi fark yerine oran {izerinden tanimlayan ¢arpimsal
(geometrik) veya bigeometrik analiz yaklagimlari, iistel siirecleri kendi dogal uzaylarinda dogrusal (lineer) bir sadelige indirgeyerek ¢ok daha
zarif ¢oztimler sunar.

Sonug olarak; her matematiksel problemi standart toplamsal aritmetigin ve klasik analizin kaliplarina sikistirmak yerine, problemin i¢sel karakterine
Ozgii bir aritmetik ve analiz yapisi insa etmek metodolojik agidan ¢ok daha gitiglii bir yaklasimdir. Problemi kendi dogal uzayinda ve kendi degisim
dilinde (toplamsal, carpimsal veya daha genel bir tirete¢ fonksiyonu altinda) incelemek, hem karmasik goriinen denklemleri sadelestirir hem de ince-
lenen olgunun yapisal 6ziinii ¢ok daha berrak bir sekilde ortaya koyar.
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1.2 Grossman—Katz Devrimi ve Aritmetik Ozgiirliigi
Dogadaki siireclerin oransal karakteri, matematikgileri analizin temellerine dair derin ve sarsici1 bir soruyla yiizlestirmistir: “Degisimi farklar yerine
oranlar iizerinden inceleseydik, nasil bir matematiksel analiz ve geometri diinyas: elde ederdik?”

Michael Grossman ve Robert Katz (1972, Nevtonyen Olmayan Kalkiiliis), analizin tizerine kuruldugu (R, +, -) klasik reel sayilar aritmetiginin
tek ve mutlak bir zorunluluk olmadigim ortaya koymustur. Tipki Oklid’in beginci paralellik aksiyomunun esnetilmesiyle hiperbolik ve eliptik
geometrilerin dogmas: gibi, reel sayilar cisminin cebirsel islemlerinin degistirilmesiyle de sonsuz sayida bagimsiz kalkiiliis sistemi insa edilebilir:

» Yap1 Tasima Ilkesi (a-Aritmetigi): Secilen bir « : R — A iiretec bijeksiyonu ile toplama (+), ¢tkarma (—,), carpma (x,) ve bolme (/)
islemleri

xtay=a(@ () +aTl(y),  r-ay=al@i@) -aTHy),  xxey=ala(x)a(y), 2/ =a(a (x)/a7(y))

biciminde yeniden insa edilir ve (A, +4, X«) yapist tam sirali bir cisim olusturur.

» Sonsuz Kalkiiliis Ailesi: («,B) lireteg ciftleriyle bu aritmetik tizerinde limit, siireklilik, tiirev ve integral tanimlanarak Geometrik, Bige-
ometrik, Kuadratik ve Harmonik kalkiiliisler dahil sonsuz sayida tam ve tutarhi analiz sistemi dogar.

Degisimin Dogal Dili ve Carpimsal Tiirev: Klasik kalkiiliis ile ¢carpimsal kalkiiliis arasindaki fark, tistel siireclerin tiirevlenmesinde dogrudan
ortaya ¢ikar:

» Klasik Analizde Ustel Siireg: f(x) = ce* fonksiyonunun klasik tiirevi f'(x) = kce** olup her noktada degisir.

» Carpimsal Analizde Dogrusallasma: Ayni fonksiyonun ¢arpimsal tiirevi alindiginda

1/h
£*(x) = lim (f (}C (j)m) _ of' O/ — gk — sapit
—

Ustel biiyiime yasasi, carpimsal analizde tipki dogrular gibi sabit egimli (dogrusal) hale gelir. Pozitif reel eksen iizerinde (R, +., x ) cismi
ve E” carpimsal Oklid uzay1 kuruldugunda analitik ve diferansiyel geometri de garpimsal zeminde yeniden dogar.
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1.3 Toplamsal ve Carpimsal Karsilastirma: Mutlak Fark mi, Goreli Oran mi1?

Toplamsal karsilastirma (mutlak fark) ile carpimsal karsilastirmanin (goreli oran) degisimi nasil farkli yorumladigini ve bu ayrimin geometri ile
analizdeki aksiyomatik karsiligini ii¢ temel boyutta inceleyelim:

» 1. Olgek Etkisi (2 — 12 Degisimi ile 1000 — 1010 Degisimi): Bir A niceliginin 2 degerinden 12 degerine, bir B niceliginin ise 1000 degerinden
1010 degerine ¢iktigini diistinelim:
12 101
Toplamsal Fark: AA =12—-2=10, AB=1010— 1000 =10 Carpimsal Oran: > = 6 kat, % = 1,01 kat.
Mutlak fark 6l¢iimii her iki degisime de ayni say1y1 (10) verirken; goreli oran 6l¢iimii A'nin 6 katina, B'nin ise yalnizca 1,01 katina ¢iktigini
gostererek degisimin gercek biiytikliigiinii ayirt eder.
» 2. Sabit Oranli Siirecte Degisim Yasasim1 Yakalamak (f(x) = 3%): x = 0,1,2,3 noktalarinda f(x) = 3* fonksiyonunun aldig1 1, 3, 9, 27
degerlerinin ardisik adimlardaki degisimi:

Klasik Farklar: 3—1=2, 9-3=6, 27—-9=18 Carpimsal Oranlar: % =3, g =3, %7 = 3.
Klasik fark her adimda degisirken (2, 6,18), carpimsal oran 6l¢timii fonksiyonun her adimda sabit 3 katina ¢giktigini tek bir degismez say1yla

yakalar.

» 3. Oklid Dis1 Geometrilerden Nevtonyen Olmayan Analizlere Aksiyomatik Paralellik: Lobachevsky, Bolyai ve Riemann’mn 5. paralellik
aksiyomunu degistirerek egri yiizeyler i¢in Oklid dis1 geometrileri kurmasi gibi; Grossman ve Katz (1972) da aritmetigi degistirerek {istel ve
kuvvet siireclerini sabit tiirevli (dogrusal) hale getiren Nevtonyen olmayan analizleri insa etmistir:

Klasik (a =1): f(x) =mx+n = f'(x) =m, Geometrik (B = exp): f(x) =ca® = [Df](x) =a, Bigeometrik (« = B =exp): f(x) =c:
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1.4 Nevtonyen Olmayan Analizlerin Tarihsel Gelisimi (I): Kurulus ve Devrim (1665-1983)

» I. Klasik (Nevton-Leibniz) Kalkiiliisiin Kurulusu ve Toplamsal Paradigma (1665-1854): Isaac Nevton (1671, 1687) ve Gottfried Wilhelm Leib-
niz (1684) ile kurulan, Augustin-Louis Cauchy (1821) ve Bernhard Riemann (1854) ile kesin limit temeline oturan klasik analiz, iki asir boyunca
degisimi yalnizca sonsuz kiiciik farklarin orani ve Riemann toplamlarinin limiti olarak tanimladu:

dy = lim y(x +Ax) —y(x)l /bf(x) dx= lim Zf(gz Ax;.

dx Ax—o0 Ax max Ax;—0 /

» II. Vito Volterra ve Carpimsal (Uriin) Integrallerin Dogusu (1887-1960): Carpimsal analizin matemat1k tarihindeki ilk somut adimi1 1887 yilinda
[talyan matematikci Vito Volterra (1860-1940) tarafindan atild1. Volterra, degisken katsayili Y/(t) = A(t)Y(t) matris diferansiyel denklem sistem-
lerinin temel ¢6ziim matrisini ararken matris ¢arpiminin degismeli olmamas1 (A(t;)A(t2) # A(t2)A(t1)) nedeniyle Riemann toplamindaki )
toplami yerine [T ¢arpimini yerlestirerek Volterra iiriin integralini insa etti (Schlesinger 1908, Rasch 1934, Masani 1947):

b n

[T(1+A(t)dt) = lim JJ(I+A(E)AL) = lim Hexp( (&) AL).

a max At;—0 =1 max At; —>O

» III. Grossman ve Katz Devrimi — Nevtonyen Olmayan Kalkiiliis Ailesinin Insas1 (1967—1972): Michael Grossman ve Robert Katz, 1972 yilinda
yayimladiklar1 Nevtonyen Olmayan Kalkiiliis monografisinde keyfi bir « : R — A bijeksiyonunun {iirettigi a-aritmetigi ve («, §) tireteg ciftiyle sonsuz
sayida bagimsiz kalkiiliis (Geometrik, Anageometrik, Bigeometrik, Kuadratik, Harmonik vb.) tanimladilar:

B Yf(x)) — B (f(a o (a1 (a a ! (b)
D°1)0) = tim p( F- LR =B ) — p( il r@), [ pa= (/ ERCOE )

» IV. Bigeometrik Kalkiiliis ve Olcekten Bagimsiz Tiirev Monografisi (Grossman, 1983): Michael Grossman (1983, Bigeometrik Kalkiiliis), hem
argiiman hem deger uzayinda iistel {iretecin (¢ = exp, p = exp) kullanildig1 bigeometrik kalkiiliisii inceledi ve birim/6lgek dontistimleri (x —
px, f — qf) altinda degismeyen dlcekten bagimsiz tiirevi ortaya koydu:

510 = 0 = tim ()7 = i (H) < np (1)),
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1.5 Nevtonyen Olmayan Analizlerin Tarihsel Gelisimi (II): Modern Cag ve Geometri (2000—2025)

» V. Modern Carpimsal Analizin Yeniden Dogusu ve Uygulamali1 Analiz Dénemi (2000-2020): Yirmi birinci yiizyilin basinda Agamirza E.
Bashirov, Emine Misirl1 Kurpinar ve Mustafa Riza (2008, Carpimsal Kalkiiliis ve Uygulamalart) tarafindan yayimlanan temel makale, ¢arpim-
sal analize uluslararas: literatiirde biiyiik bir ivme kazandirdi. Bu déonemde ¢arpimsal ortalama deger teoremleri, carpimsal Taylor agilimy,
carpimsal adi ve kismi diferansiyel denklemler, kesirli garpimsal tiirevler ve pozitiflik koruyan ¢arpimsal Runge-Kutta sayisal yontemleri
gelistirildi:

00 nk

fxo+h) = TI([Df)(x0)) ", (F 4 8)"(x) = F(x) % g(x) +o f(x) X0 8" (x):

k=0
» VI. Carpimsal Analitik ve Diferansiyel Geometrinin Kurumsallasmasi (Georgiev, Zennir ve Boukarou, 2022-2023): Svetlin G. Georgiev,
Khaled Zennir ve Aissa Boukarou (2022-2023), Carpimsal Diferansiyel Geometri, Carpimsal Diferansiyel Kalkiiliis ve Carpimsal Analitik Ge-

ometri adl1 ii¢ ciltlik kapsamli monografi serisiyle pozitif reel sayilar kiimesi R, = (0,00) tizerindeki (Ry, 4, Xx) garpimsal cismini ve
E" = ((0,00)",{-,-)s) carpimsal Oklid uzaymi aksiyomatik olarak kurarak analitik ve diferansiyel geometriyi carpimsal zemine tagid1:
a+.b=ab, Ax,b= elnalnb _ alnb, <u,v>* _ e(lnu,lnv)/ d*(u,v) _ ”u —, UH* _ eHln(u/v)H‘

» VII. Carpimsal Konikler, Helis Hiyerarsisi ve Dogrultucu Altmanifoldlar Kurami (Dr. Aykut Has, 2025): Dr. Aykut Has (2025, Carpimsal
Analizde Geometrik Yaklagimlar, Doktora Tezi; danismanlar: Dog. Dr. Beyhan Yilmaz ve Prof. Dr. Muhittin Evren Aydin), carpimsal geometri
literatiiriine {i¢ ana eksende 6zgiin teoremler kazandird: (1) [E2 diizleminde genel ikinci derece carpimsal koniklerin A, = B> —,¢* x, A x, C
diskriminantiyla siniflandirilmasi; (2) E3 uzayinda kiiresel gostergeler (f,n,b), helis hiyerarsisi (genel, egik ve ortiilii helisler) ve Bertrand,
Mannheim, involiit-evoliit egri ¢iftleri; (3) E! uzayinda ¢arpimsal dogrultucu egriler ve dogrultucu altmanifoldlarin karakterizasyonu:

t*(s) = x(s) x4 n(s), n*(s) = —uk(s) X« t(s) +4« T(s) X4 b(s), b*(s) = —.7(s) X« n(s), ViFl = X.
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1.6 Nevtonyen Olmayan ve Carpimsal Analizin Tarihsel Zaman Cizelgesi

1665-1687
Newton & Leibniz Grossman & Katz Bashirov, Misirli, Riza
Klasik Kalkiiliis Non-Newtonian Calculus Modern Carpimsal Analiz
(Toplamsal farklar dx, dy) Sonsuz (a,f3)-kalkiilis ailesi Dif. denklemler ve uygulamalar

Volterra

Carpimsal integral
Matris dif. denklemler

o o—o—»

Grossman Georgiev, Zennir

Bigeometrik Kalkiiliis
Olgekten bagimsiz tiirev

Carpimsal Dif. Geometri

Sekil 1.1. Nevtonyen olmayan ve ¢arpimsal analiz kuraminin 1687 yilindan 2025 yilina uzanan 340 yillik alt1 ana gelisim evresi.

Zaman Cizelgesinin Matematiksel Ozeti — Alti Temel Déniim Noktasi

» 1. Klasik Kalkiiliis (1687): Nevton ve Leibniz ile toplamsal farklar
(Ay/Ax) ve Riemann toplamlar1 donemi.

» 2. Volterra Uriin Integrali (1887): Matris diferansiyel denklemleri icin
Y. yerine ] carpim integralinin kurulusu.

» 3. Nevtonyen Olmayan Devrim (1972): Grossman ve Katz'in («, §)
tiretegleriyle sonsuz kalkiiliis ailesini insa etmesi.
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» 4. Modern Carpimsal Analiz (2008): Bashirov, Misirli ve Riza ile difer-
ansiyel denklemler ve uygulamali analiz atilimi.

» 5. Carpimsal Geometri (2022): Georgiev, Zennir ve Boukarounun ti¢
ciltlik analitik ve diferansiyel geometri serisi.

» 6. Konikler ve Altmanifoldlar (2025): Dr. Aykut Has tarafindan E”
uzayinda konikler, helis hiyerarsisi ve dogrultucu manifold kurama.
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Béliim 2: Nevtonyen Olmayan Aritmetik ve Uretec Fonksiyonlari

2.1 Urete¢ Fonksiyonu ve x-Sayi Kiimesinin ingasi

Klasik analiz R {izerindeki standart toplama ve carpma islemleri iizerine kuruludur. Yeni bir analiz sistemi insa ederken ilk adim, say1 kiimesini ve dort
temel islemi yeniden tanimlamaktir. Grossman ve Katz (1972), her yeni aritmetigin klasik R cisminden bir iirete¢ fonksiyonu («) yardimiyla tiretilebile-
cegini gostermistir.

Tanim 2.1. (Ureteg fonksiyonu ve x-sayi kiimesi)
Tanim kiimesi R ve goriintii kiimesi A C R olan birebir ve 6rten & : R — A, x — y = a(x) doniistimiine iirete¢ fonksiyonu, R, = A = a(R) kiimesine
a-say1 sistemi denir. Tersi a~! : A — R tek olarak tanimlidur:

ale”l(y)) =y (Vy€eA), a Ha(x)) =x (Vx €R).

» Birebirlik ve Ortenlik Sarti: a’nin birebir olmas1 A kiimesinde farkli elemanlarin cakismasini énler; 6rten olmasi ise A’daki her elemanin
klasik R'de tek bir kargihig (x = a~!(y)) bulunmasin garanti eder.

» Analitik Diizenlilik: Ileri analiz ve diferansiyel geometri insa edilirken a’nin piiriizsiiz (tiirevlenebilir) ve kesin monoton (a'(x) # 0) bir
bijeksiyon olmasi istenir.

» Kodlama ve Cézme Képriisii Olarak a: Ureteg fonksiyonu «, klasik R ile yeni say1 evreni A = R, arasinda cift yonlii izomorfik terciimandir:
a klasik x € R sayisin1 A’da kodlar; a ! ise A’daki y elemanini klasik R’ye ¢ozer:

« (x-uzayina tagima)
R = A =R,.
a~1 (klasik diinyaya ¢ekme)
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2.2 Genel a-Aritmetigi: a-islemler ve Birim Elemanlarin insasi

Bir « : R — A iireteg fonksiyonu secildiginde, A = R, iizerindeki cebirsel islemler yap1 tasima prensibiyle tanimlanir:

Tanim 2.2. (a-Aritmetiginde dért temel islem ve x-kuvvet)
a : R — A bir tirete¢ fonksiyonu olmak tizere her y,z € A icin a- aritmetiginin dort temel islemi

a-Toplama: y+qz=a(a ' (y) +a '(2)), a-Cikarma: y—,z = a(a ' (y) —a"'(z)),
a-Carpma: y x,z=a(a '(y) -a"'(2)), a-Bélme: y/,z = (x(z Z ) (z # Oq)

kurallariyla; bir y € A elemaninin p € R mertebeden a-kuvveti ise yP* = a(a~1(y))?) bagmtisiyla tanimlanur.

Teorem 2.3. (x-Aritmetiginde birim elemanlar, ters elemanlar ve cisim yapisi)
Her a-aritmetigi (A, +a, Xa), klasik reel sayilar cismi (R, +, -) ile « bijeksiyonu altinda izomorfik olan bir cisimdir. Bu cismin toplamsal ve ¢arpimsal birim (etkisiz)
elemanlari ile ters elemanlar1 asagidaki gibidir:

1. a-S1fir (Toplamsal Birim): 0, = «(0) = y+,0, =y, 3. a-Simetrik (Toplamsal Ters): —,y = a(—a (y)) = vy 44 (—ay) = O4,
1

2. a-Birim (Carpimsal Birim): 1, = a(1) = yx,1a =y, 4. a-Carpimsal Ters (y # 0,): y ' =« (le(y)> = yxay =1,

Onerme 2.4. (Secilen Temel Ureteclere Gére n-Sayi Kiimeleri)
Bir « : R — A iirete¢ fonksiyonunun gortiintii kiimesi A = R, = «(R) olup, temel iirete¢ secimlerine karsilik gelen a-say1 sistemleri:
1. Birim Urete¢ (¢ = x): A =R; = (—,0) =R, 4. Harmonik Urete¢ (¢ = 1/x): A =R, =R\ {0},

2. Ustel Ureteg (x = ¢*): A =R, = (0,00) = RT, 5. Otelenmis Ureteg (« = x +1): A =R, ; = (—o0,0) = R.

3. Kuadratik (¢ = sgn(x)y/|x[): A=R; = (—09,0) =R,
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2.3 Ozel Uretec Secimleri (1): Klasik Aritmetik ve Ustel (Carpimsal) Aritmetik

Onerme 2.5. (1. Birim Urete¢ Segimi (v = I) — Klasik Aritmetik)
Ureteg fonksiyonu olarak birim (6zdeslik) fonksiyon

secildiginde, a-say1 kiimesi A = R; = R = (—o0,00) olur. Dort temel
islem:

y+iz=1{I""(y) +I7'(2)) =y +z
y-1z=1(7y) - 7)) =y - =
yxrz=I(I"'(y) - I"'(2)) =y -z,
y/iz=1(""y)/17' =) =L (z#0)
ve birim elemanlar ile ters elemanlar
0r=0, 1; =1, —y=—y, y—h_}

olarak dogrudan klasik aritmetigi verir.

Onerme 2.6. (2. Ustel Ureteg Segimi (x = exp) — Carpimsal Aritmetik)
Ureteg fonksiyonu olarak dogal iistel fonksiyon

a(x) =exp(x) =¢*,  al(y)=Iny (y>0)

secildiginde, a-say1 kiimesi R, = (0, +oc0) olur. Her y, z € R, icin tiretilen
carpimsal islemler (x indisiyle):

eln y+Inz

Carpimsal Toplama: y+.z = =Yz
Carpimsal Cikarma: y —, z = eV 107 = g,
Carpimsal Carpma: y x, z = envlnz = ylnz — ;lny,

Carpimsal Bélme: y/.z = et = yﬁ (z#1).
Carpimsal birim elemanlar ve ters elemanlar:

1 1
0, =e" =1, 1*:(3126, —y=-, y’l*:elgy.

» Klasik Yapinin Yeri: Birim {irete¢ a(x) = x se¢imi, klasik reel sayilar aritmetiginin (R, +, —, -, /) sonsuz Nevtonyen olmayan a-aritmetikleri ailesinin

en temel 6zel {iyesi oldugunu gosterir.

» Carpimsal Sifir (0. = 1) ve Carpimsal Birim (1, = ¢): R, = (0, o) kiimesinde toplamsal birim 0, =1 (y+.1 =y -1 =y), carpimsal birim ise 1, = e
saysidir (y x . e = y¢ = y). Dolayisiyla carpimsal bolmede paydasi yasakli olan eleman 0, = 1 sayisidir (In1 = 0)!
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2.4 Klasik ve Ustel (Carpimsal) Aritmetikte islem Ornekleri

Ornek 2.8. (Ustel iirete¢ (x = exp) ile carpimsal aritmetik iglemleri)
a(x) = e* ireteci altinda R, = (0, o) kiimesinde (a) y =8, z =2 ve (b)
y = ¢%, z = €% icin ¢garpimsal iglemleri hesaplayiniz.

Ornek 2.7. (Birim direte¢ (x = 1) ile klasik aritmetik islemleri)
a(x) = I(x) = x lireteci altinda y = 6 € R ve z = 2 € R sayilar1 i¢in dort
temel islemi ve ters elemanlar1 hesaplayiiz.

Cozim: a~1(6) = 6 ve a~1(2) = 2 oldugundan: Cozim: (a) y = 8 ve z = 2 i¢in ¢arpimsal islemler:

Toplama: 6+;2=1(6+2)= 84,2 = en8+n2 _ 1¢ 8_,2 =82 _ 4
(

Cikarma: 6—;2=1(6— 2) 8 x, 2 = ¢n8In2 _ gin2 8/.2 = ez = ¢,
Carpma: 6x;2=1(6- 2)
Bolme: 6/,2=1(6/2) =

y =8 icin tersler (0, =1, 1, =e): —,8 = ; ve 871+ = ¢l/In8,

(b) y = ¢®, z = ¢ secilirse (In(ef) = 6, In(e?) = 2):

Birim elemanlar 0; = 0, 1; = 1 olup y = 6'nin tersleri:
¢ 4, o2 = 62 = o8 6, o2 =52 = ot
—16=—6 = 6+1(—6) =0=0, €6 x, 0 = b2 — p12, ¢6/.62 = 812 — .
1 1
6 ll=- —= 6x;-=1=1,. <
6 "6 !

» Izomorfizma Képriisii: Klasik 6rnekteki sonuglar (8,4,12,3) ile garpimsal 6rnekteki sonuclar (8, e*,e'?, ¢%) karsilastirldiginda a(u x v) = a(u) %, a(v)

izomorfizmasi agikga goriiliir: klasik diinyada 6 ve 2 ile yapilan her iglem, tistel iireteg altinda ¢® ve ¢*’nin tislerinde birebir ayniyla gerceklesir!
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2.5 Ozel Uretec¢ Secimleri (Il): Kuadratik Aritmetik ve Harmonik Aritmetik

Onerme 2.9. (3. Kuadratik Urete¢ Segimi — Kuadratik Aritmetik)
Ureteg fonksiyonu olarak R iizerinde tek ve bijektif karekok doniisiimii

a(x) =sgn(x)y/|x] <= a7(y) =sgn(y)y’

secildiginde a-say1 kiimesi R; = R olur. Pozitif y,z > 0 igin kuadratik

islemler (g indisiyle):
y—z=\y* =2y =2)

y+qZ: \/y2+22/
YXgz=1y-3 y/qz:g(z;&O).

Kuadratik birim elemanlar ve ters elemanlar:

y =y £0)

—qY = Y, y

Onerme 2.10. (4. Harmonik Urete¢ Segimi — Harmonik Aritmetik)
Ureteg fonksiyonu olarak ¢arpmaya gore ters alma déniistimii

fx(x):% (x#£0), 2(0) =0 += al(y)=-

secildiginde w-say1 kiimesi R, = R \ {0} olur. Her y, z € R;, i¢in tiretilen
harmonik islemler (% indisiyle):

_ oy oy
y+hZ—y+Z, Y—nz Z_y(z#y)/

YxXpz=y-z2 y/hz:g(z;«éO).
Harmonik birim elemanlar ve ters elemanlar:

1
0,=0, 1,=1  —pwy=-y, y‘“z;(y#O).

» Kuadratik Toplamanin Geometrik Karakteri: y +,z = \/y* + z? islemi, dik ticgende Pisagor bagintisinin (/,-normunun) ve ortogonal bilesenlerin

bileskesinin dogal cebirsel toplamidir.

» Harmonik Toplamanin Analitik Karakteri: y +, z = == islemi, resiprokal uzaydaki dogrusal toplamin (% + 1) harmonik uzaydaki karsiligidur.

y+z
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2.6 Kuadratik ve Harmonik Aritmetikte islem Ornekleri

Ornek 2.11. (Kuadratik aritmetikte dort islem ve ters eleman hesabi) Ornek 2.12. (Harmonik aritmetikte dért islem ve ters eleman hesabi)
Kuadratik aritmetikte y = 5 € R; ve z = 3 € R, i¢in dort temel iglemi ve Harmonik aritmetikte y = 6 € R;, ve z = 3 € R, i¢in dort temel islemi
ters elemanlar1 hesaplayiniz. ve ters elemanlar: hesaplayiniz.

Coziim: a~1(5) = 25 ve a1(3) = 9 olup kuadratik igslem kurallariyla: Cozim: a~1(6) = { ve a~1(3) = 3 olup harmonik iglem kurallariyla:
5443=V532+32 =34, 5-,3=15-32=4, 64,3= 23— e_,3=23 _
6+3 ’ 3—-6 ’
5
5%x,3=5-3=15, 5/43 = . 1
I /83=3 6x,3= 17 =18, 6/h3:§:2.
63
Toplamsal ters —,5 = —5, garpimsal ters 511 = L'tir:
Toplamsal ters —,6 = —6, carpimsal ters 61+ = ’dur:
51,(-5) =v25-25=0=0, 5x,.=1=1,
5 644 (—6) = —— — 65yt =1=1
<
<
» Harmonik Toplamada Kiiciilme ve Terslerin Farki (6 —, 3 = —6): Klasik aritmetikte pozitif sayilarin toplam1 toplananlardan biiytikken, harmonik
aritmetikte 6 +, 3 = 2 drneginde goriildiigii gibi toplam her iki sayidan da kiigiiktiir. 6 —, 3 isleminde ise a1(6) —a"1(3) = 1 —1 = —1 olup tersi

alindiginda sonug —6 ¢ikar!
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2.7 Ozel Ureteg Secimleri (lll): Otelenmis (Afin) Aritmetik ve islem Ornegi

Onerme 2.13. (5. Otelenmis (Afin) Urete¢ Segimi — Otelenmis Aritmetik)
Ureteg fonksiyonu olarak R iizerinde birebir ve orten &teleme
dontistimii

a(x) =x+1, aty)=y—-1 (x,y€R)

secildiginde a-say1 kiimesi R, = R olur. Her y,z € R igin {iretilen dte-
lenmis aritmetik islemleri:
a-Toplama: y+,z=a((y—1)+(z—1)) =y+z—1,
a-Cikarma: y—,z=a((y—1)—(z—1)) =y—z+1,
a-Carpma: yXx,z=a((y—1)(z—1)) =yz—y—z+2,

Rilrmae _ (y—1\ y+tz-2
a-Bolme: y/,xz—zx(z_ )- o (z #1).

Bu cismin birim elemanlar1 ve ters elemanlari:

—y=2-y, Yy =]% (y #1).

Ornek 2.14. (Otelenmis aritmetikte dért islem ve birim/ters eleman hesabi)
a(x) = x + 1 iireteciyle tanimlanan aritmetikte y =5 € Rvez =3 € R
icin dort temel islemi ve y = 5’in ters elemanlarini hesaplayiniz.

Cozim: a~!(5) =4 ve a !(3) =2 oldugundan:

a-Toplama: 5+4+,3=54+3-1=7,

a-Cikarma: 5—,3=5-3+1=3,

a-Carpma: 5x,3=5-3-5-3+2=9,
5—-1

«-Bolme: 5/,3 = 371 +1=3.

Birim elemanlar 0, = 1, 1, = 2: 54,1 =5ve 5x,2 = 5. y = 5icin
—5=-3ve5 = %:
5

54a(-3)=1=0, 5x, =2=1.

» Soyut Cebirdeki Cisim Problemlerinin Nevtonyen Olmayan Yorumu: Soyut cebirde siklikla karsilasilan “R tizerinde y +,z = y+z—1vey X,z =
yz —y — z + 2 islemleriyle tanimlanan (IR, +,, X,) yapisinun bir cisim oldugunu gosteriniz” sorusu, dogrudan a(x) = x + 1 iirete¢ fonksiyonuyla tiretilen

Nevtonyen olmayan a-aritmetigidir!
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2.8 Kargi Ornek: Neden Her Fonksiyon Urete¢ Fonksiyonu Olamaz?

Ornek 2.15. (Kargi Ornek — f(x) = x? fonksiyonu neden (irete¢ olamaz?)

Tanim kiimesi R = (—o0, 0) ve goriintii kiimesi A = [0,00) olan f(x) = x?

fonksiyonunun neden bir tirete¢ fonksiyonu olamayacaginiy = 4 € A ve
z =9 € A sayilari tizerinde gosteriniz.

Co6ziim: 1. Ters Déniisiimiin Tek Degerli Olmamasi: f(x) = x* fonksiy-
onu R iizerinde birebir degildir:

fE2)=4 = f({4h) ={-2+2}, f(£3)=9 = f({9})={-3

2. Islemlerin Iyi Tanimlihiginin Cokmesi: y = 4 ve z = 9 sayilarini y +
z = f(f '(y) + f(z)) kuraliyla toplamaya calishgimizda, ters goriintii
secimine gore farkli sonuglar ortaya ¢ikar:

(2+43)%2 =25,
(2-3)2 =1,

+2 ve + 3 segilirse),
44,9 = (£2+ (+3))" = ( cllirse)
(+2 ve — 3 segilirse).

Aymni iki sayinin toplami hem 25 hem 1 olamayacagindan + iglemi iyi
tanimli bir ikili islem degildir! <

Urete¢ Olabilmenin iki Temel Kriteri

+3).

Dr. Ogr. Uyesi Aykut HAS - Kahramanmaras Siitcii imam Universitesi, Matematik Blimdi

» 1. Cebirsel Engel (Birebirlik Sart1): Cift kuvvet fonksiyonlar:

(f(x) = x2,x%), periyodik trigonometrik fonksiyonlar (f(x) =
sin x, cos x) veya yerel ekstremumu olan polinomlar (f(x) = x> — 3x)
R iizerinde birebir olmadigindan f~!(y) tek olarak tanimlanamaz ve
dort islem ¢oker:

sin(0) = sin(7r) =0 = sin"'(0) gok degerlidir!

2. Analitik Engel (a/(x) # 0Sart1): f(x) = x® fonksiyonu R iizerinde
birebir ve ortendir; dolayisiyla cebirsel olarak gecerli bir aritmetik
tiretir (a~!(y) = ¢/y). Ancak x = 0’da tiirevi f/(0) = 0 oldugundan
a-tiirev formiiliinde tekillik yaratir.

Kuadratik Uretecin Ingasi: f(x) = x*deki birebirlik kaybini 6nle-
mek igin isareti koruyan a(x) = sgn(x)+/|x| bijeksiyonu kullanilarak
iyi taniml bir cisim elde edilir.
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Béliim 3: Nevtonyen Olmayan Siralama ve Cebirsel islemler

3.1 Genel a-Siralama Bagintisi ve «-Pozitif/Negatif Sayilar

Klasik analizde siralama ve mutlak deger, farklar (y —z > 0) ve 0 referansi tizerinden tanimlanir. Bir a-aritmetiginde hangi saymin daha “biiyiik”
oldugu (a-siralama), baslangic noktasi 0,'ya olan uzaklik (x-mutlak deger), tis-kok kurallar1 ve ¢carpanlara ayirma 6zdesliklerinin yeni yapida nasil
insa edildigi bu boéltimiin temel konusudur.

Tanim 3.1. (Genel a-Siralama Bagintisi ve w-Pozitif/Negatif Sayilar)

a : R — A bir iirete¢ fonksiyonu olmak tizere her y,z € A i¢in a-siralama bagintilar:

Y<pz <= tx_l(y) < oc_l(z), Y<pz = oc_l(y) < zx‘l(z)

kurallariyla tanimlanir. Bu bagint1 A {izerinde tam bir siralama olusturur. a-sifir 0, = «(0) referans alinarak a-pozitif ve a-negatif say1

kiimeleri:

» Monotonluk ve Siralama Yonii: « kesin artan ise klasik siralamanin yonii aynen korunur (x <y = a(x) < a(y)); « kesin azalan ise siralama
yon degistirir.

» Cebirsel islemlerle Uyum: Siralama bagintis1 a-toplama ve a-carpma ile tam uyumludur: her w € Aiginy <, z = Y+, W <4 z +4 W Ve
W >, 0y iCiny Xq w <4 2 Xqw.

» Tam Sirali Cisim Izomorfizmast: « : (R,+,-,<) = (A, +a Xa, <4) dOntisiimii bir tam siral1 cisim izomorfizmasidir. Klasik reel sayilardaki
gecisme, tamlik (supremum aksiyomu) ve Archimedes 6zellikleri a-sisteminde de eksiksiz saglanur.
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3.2 Klasik ve Carpimsal Siralama Onermeleri ve Sayisal Uygulamalari

Onerme 3.2. (1. Birim Urete¢ — Klasik Siralama ve Pozitiflik)
a(x) = I(x) = x ve a~(y) = y icin R; = R tlizerinde a-siralama:

y<jz <= I''(y) <I''(z) = y<z
Baslangi¢ noktas1 0; = 0 olup pozitif ve negatif kiimeler:
AT =(0,00), A" = (—0,0).

Toplamsal uyum: y < z <= y+w < z+ w.

Onerme 3.3. (2. Ustel Ureteg¢ — Carpimsal Siralama ve Pozitiflik)
a(x) =e*veal(y) = Inyicin hery,z € R, = (0,0):

Y<iz <= Iny<lnz <= y <z
Carpimsal sifir 0, = 1’e gore pozitif ve negatif kiimeler:

]RI = {y > % 1} = (1100)1 R, = {y <x 1} = (011)'

Carpmmsal uyum: y <,z <= y-w<z-w (w > 0).

Ornek 3.4. (Klasik siralama ve isaret analizi)

y = —5 ve z = 3 sayilar1 i¢in siralama ve isaret analizi:

Coézim: (a) Klasik Isaret Analizi:
—5<0<3 = y=-5€ A (negatif), z=3¢€ A" (pozitif).
(b) Toplamsal Siralama Korunumu (w = 4):

y<z = —54+4=-1<3+4=7.

Ornek 3.5. (Carpimsal siralama: Tanimdan tam (istel hesap)

y = e~ ve z = ¢? sayilari igin carpimsal siralama analizi:

Coziim: (a) Tanimdan Siralama (y = e 3, z = €?):

Ine®)=-3<In(1)=0<In(e®) =2 = e > <, 1<, ¢
e~® € R; carpimsal negatif, ¢ € R} ¢arpimsal pozitiftir.
(b) Carpimsal Toplama Uyumu (w = ¢*):

e3 <4 ¢? — e 3 —+ 4 et =el <4 ¢ —+ 4 et = e,

<

» Carpimsal Negatiflik (0 < y < 1): Carpimsal sistemde baglangi¢ noktasi 0, = 1 oldugundan, 1’den kiigiik pozitif reel sayilar (¢e~2 veya 1/4 gibi)

carpimsal anlamda negatif (R; = (0,1)) elemanlardur!
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3.3 Kuadratik, Harmonik ve Otelenmis Siralama ve Ornekleri

Onerme 3.6. (3. Kuadratik ve 4. Harmonik Siralama) Onerme 3.7. (5. Otelenmis Urete¢ — Otelenmis Siralama)

e Kuadratik (« = ¢): y <,z < sgn(y)y* <sgn(z)z? < y <z a(x) =x+1,a71(y) =y — 1licin R,; = R {izerinde 6telenmis siralama:
0; =0olup AT = (0,00), A~ = (—00,0).
e Harmonik (a = h): a(x) = 1/x azalan oldugundan (y,z > 0): Yy<aez &= y-1<z-1 = y<z

2 s ; < % — y>x Baslangi¢ noktas1 0, = 1 oldugundan pozitif ve negatif kiimeler:

AT =(1,0), A7 = (—o0,1).

Ornek 3.8. (Kuadratik ve harmonik siralama hesaplari) Ornek 3.9. (Otelenmis siralama ve isaret analizi)

Coziim: (a) Kuadratik Siralama (y = —4, z = 3): Coézim: (a) Otelenmis Siralama ve Isaret Analizi (y = —1, z = 3):
ol (—4)=-16<0<9=a"1(3) = —4<,0,<,3. al(-1)=-2<0=a1(1)<2=a138) = —-1<,1<,3.
(b) Harmonik Siralama (y =12, z =4, w = 2): 0, = 1 referansina gore —1 € A~ (a-negatif), 3 € A* (a-pozitif).
1 1 1 (b) a-Toplamsal Uyum (w = 3):
—co <o = 12<,4<,2
12 4 2 —1<,4 — —14+,3=1<,4+,3=06.
Pozitif sayilar biiytidiik¢ce harmonik olarak kiiciliir! | <

» Siralamanin Urete¢ Bagimlilig1: Harmonik sistemde pozitif sayilar carpmaya gore tersleriyle (biiyiikten kiiciige), 6telenmis sistemde ise 0, = 1 referans
kaymasiyla siralanir.
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3.4 Genel a-Mutlak Deger, Metrik ve Temel Teoremler

Bir sayinin kendi a-say1 sistemindeki baslangi¢ noktasi 0,'ya olan a-uzakligi a-mutlak deger ile tanimlanir.

Tanim 3.10. (Genel x-Mutlak Deger ve a-Uzaklik (Metrik))

Bir y € A elemaninin a-mutlak degeri ve iki nokta y,z € A arasindaki a-uzaklik (metrik)

- Y Y Za O, - -
[Yle = a(la™' (¥)]) = {_ , y<"‘ N de(y,2) = [y —a zle = a(la"(y) —a"1(2)]).

Teorem 3.11. (x-Mutlak Degerin Aksiyomlar ve a-Uggen Esitsizligi)
Her y,z € A i¢in a-mutlak deger klasik mutlak degerin tiim cebirsel ve metrik 6zelliklerini korur:

1. Pozitif Tanimlilik: |y|, >, 0, Ve |y|a =00 <= y =0, 2. Toplamsal Simetri: | —, y|o = Y4,
3. Carpimsallik: |y X, z|x = |y|a Xa |Z]as 4. Homojenlik: |y/az|a = |Y|a/a|z|a (z # 0),
5. a-Ucgen Esitsizligi: IV +42|a <a |¥]|a +a |2]a-

» Geometrik Anlam (0,"ya Olan r-Uzaklik): Tanim geregi her y € A i¢in |y|» = du(y,0) olup, a-mutlak deger o sistemin baslangi¢ noktas: olan 0,"ya
olan mesafedir ve (A, d,) tam bir metrik uzay olusturur.
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3.5 Klasik ve Carpimsal Mutlak Deger Onermeleri ve Ornekleri

Onerme 3.12. (1. Birim Urete¢ — Klasik Mutlak Deger ve Oklid Uzakligi) Onerme 3.13. (2. Ustel Ureteg — Carpimsal Mutlak Deger ve Uzaklik)
a(x) = x icin klasik mutlak deger ve uzaklik: a(x) = e*,a"(y) = Inyigin her y,z € R, = (0, 0):
v, y=0, Y, ¥y 2«1, 1
vl = |yl ={ di(y,z) = |y —z|- == =maxqy, =~ ¢ 2.1,

OzelliKler: |y - z| = |y||z|, ly + z| < ly| + |z|, | —y| = |yl

— olin(y/2)| — yzi
di(y,z) =e max{z,y} >, 1.

Ornek 3.14. (Klasik mutlak deder ve ii¢cgen esitsizligi hesabi)

Ornek 3.15. (Carpimsal mutlak deder: Tanimdan tam (istel hesap)

y=—6,z=2 sayllarl icin: y= e 2z=2¢ sayllarl icin:
Coézim: (a) Mutlak Degerler ve Oklid Uzaklig:: Cozim: (a) Mutlak Deger ve Carpimsal Uzaklik:
| — 6|1 =6, 12| =2, di(—6,2) =|—-6—-2|=8. |e‘2|* — el—2l = ¢, |e3|* = e, d*(e_2,33) — ol 72731 = 65,

(b) Carpimsallik ve Uggen Esitsizligi: (b) Carpimsal Uggen Esitsizligi Dogrulamast:

[(=6)-2[=12=[-6[]2, [-6+2/=4<|-6[+]2[=8 e +i = el =e <s [P +u |l =2 = ¢

<

» Carpimsal Mutlak Deger (|¢?|. = ¢l): Carpimsal sayilar ¢ formunda yazildiginda carpimsal mutlak deger dogrudan iissiin klasik mutlak degerini
alir ve sonug daima 0, = 1’den biiyiik veya esittir.
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3.6 Kuadratik, Harmonik ve Otelenmis Mutlak Deger ve Ornekleri

Onerme 3.16. (3. Kuadratik ve 4. Harmonik Mutlak Deger)

o Kuadratik (a = 9): |yls = V2 =yl, d4(y,2) = /Iy? — 2.

e Harmonik (« = h): |y|, = \1+y| =lyl, dnly,z) = Q@r

Onerme 3.17. (5. Otelenmis Urete¢ — Otelenmis Mutlak Deger)
a(x) =x+1,a71(y) =y —1icin R,; = R {izerinde:

7 Z]'/
|y|a=|y—1r+1={y / do(y,2) = ly—z| + 1.

2—-y, y<l1,

Ornek 3.18. (Kuadratik ve harmonik uzaklik hesaplari)

Coziim: (a) Kuadratik Pisagor Uzaklig1 (y =5, z =3vey = 13,z = 5):

dy(5,3) = /|52 — 32| = 4, dg(13,5) = /[132 — 52| = 12.

(b) Harmonik Uzaklik (y = 6, z = 2):

|_6|h:6/ dh(6,2):—:_:3

Ornek 3.19. (Otelenmis mutlak deger ve licgen esitsizligi hesabi)

Coziim: (a) Otelenmis Mutlak Deger ve Uzaklik (y = —2, z = 4):
|—2a=4, |[da=4,  du(-24)=|-2-4/+1=7.
(b) Otelenmis Ucgen Esitsizligi Dogrulamasi:

|_2+IX4|[X: |1|“:1 Sa |_2|a+(x |4|a:4+a4:7.

» Otelenmis Mutlak Degerin Alt Sinirt (|y|, > 1): Otelenmis sistemin baglangic noktasi 0, = 1 oldugundan, baslangi¢ noktasina olan uzaklik 1’den

kictik olamaz (|y|l, = |y —1]+1>1).
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3.7 Genel a-Kuvvet islemi ve Temel Kurallar

Klasik iis alma, ardisik carpmanin fonksiyonel genellemesidir. Bir a-aritmetiginde a-kuvvet islemi yap1 tasima ilkesiyle tanimlanir.

Tanim 3.20. (Genel a-Kuvvet islemi)

a : R — A bir iirete¢ fonksiyonu olmak tizere bir y € A elemaninin p € R mertebeden a-kuvveti

v =u((«7'®)") (pER)

bagintisiyla tanimlanir (p = 2 igin y* = a((a~!(y))?) ifadesine a-kare, p = 3 icin > = a((a~!(y))?) ifadesine a-kiip denir).

Teorem 3.21. (a-Kuvvet Kurallarinin Korunumu)

Cisim izomorfizmasi altinda klasik iislii say1 kurallar1 a-aritmetiginde aynen korunur:

(]/ X Z)p”‘ = yp"‘ S A, yp“ xay% — y(erq)a,

(y7eyte = 7, (y/a2)P =y /ud (2 #00)

» Negatif Kuvvet ve Ters Eleman: Negatif kuvvetler carpimsal ters {izerinden y(~")« = (y~'=)P+ bagintisiyla verilir.

» Izomorfizma Giivencesi: a : (R,+,-) — (A, 44 %) bir cisim izomorfizmas: oldugundan, klasik {iislii sayilardaki tiim taban ve {iis kurallar1 a-
karsiliklariyla dogrudan saglanir.
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3.8 Klasik ve Carpimsal Kuvvet Onermeleri ve Ornekleri

Onerme 3.22. (1. Birim Urete¢ — Klasik Kuvvet Formiilleri)
a(x) = I(x) = x secildiginde R; = R {izerinde klasik kuvvet:

31 3

yr=y', Y=y, Y=y

Ozellikler: (yz)? = yPzP, yPyl = yP*9, (yP)1 =y,

Onerme 3.23. (2. Ustel Urete¢ — Carpimsal Kuvvet Formdilleri)
a(x) =e5,a"(y) = Inyicinhery € R, = (0,00) ve p € R:

yp* - e(lny)p/ yz* - e(]ny)zl ]/3* - e(lny)3.

Ozellikler: (y x, z)P* = yP* x, zP+, (yP*)d= = y(PD-,

Ornek 3.24. (Klasik kuvvet ve (s kurallari hesabi)

y = 3,z = 2 sayilari igin:

Coziim: (a) Kare, Kiip ve Negatif Kuvvet:
3 =3=9  3F=3=2, 3=
(b) Carpim Kurali Dogrulamasi:

(3:-2)2=6>=36=232.22=9.4=36.

Ornek 3.25. (Carpimsal kuvvet: Tanimdan tam (istel hesap)

y = €%,z = ¢ sayilar1 igin:

6ziim: (a) Tanimdan Carpimsal Kare ve Kiip:
P P
(33)2* — = ¢, (672)2* — (=27 _ e
(b) Kuvvet Carpim Kurali Dogrulamasi (p = 2):

(63 X 4 62)2* — (66)2* — 636 — 69 X 5 84 _ 69.4 — 636.

» Carpimsal Kuvvet Ozelligi ((¢?)? = ¢”"): Carpimsal kalkiiliiste iis alma islemi, saymin dogal logaritmik iissiindeki klasik kuvvet alma igslemine denk

gelir!
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3.9 Kuadratik, Harmonik ve Otelenmis Kuvvet ve Ornekleri

Onerme 3.26. (3. Kuadratik ve 4. Harmonik Kuvvet)
e Kuadratik (« = q): y71 = \/(y2)? = y*, 6zellikle y* = y2.
e Harmonik (« = h): yPr = W = yP, 6zellikle y* = 2.

Ornek 3.28. (Kuadratik ve harmonik kuvvet hesaplari)

Coziim: (a) Kuadratik Kuvvet (y =3, z = 4):

3% =32=09, (B3x,4) =122 =144 =32 . 42,

(b) Harmonik Kuvvet (y = 2):
1

23;, — 23 — 2—1;, —
8, 5

» Otelenmis Karede Kayma ve Cisim Uyumu: Otelenmis sistemde y = 5 sayisiin a-karesi 25 degil, (5 — 1)? + 1 = 17'dir; tiim kuvvet kurallar1 a-carpma

ile tam uyumludur.
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Onerme 3.27. (5. Otelenmis Ureteg — Otelenmis Kuvvet)
a(x) =x+1,a 1 (y) =y — 1 icin Stelenmis kuvvet:

yr=y-D"+1,  yr=E-1)+1, yPr=-1)+1

Ornek 3.29. (Otelenmis kuvvet ve carpim kurali hesabi)

Coziim: (a) y =5 ve z = 3 I¢in a-Kuvvetler:

5% =(5-12+41=17, 5% =4+1=65 3*=224+1=5.
(b) Kuvvet Carpim Kurali Dogrulamas: (p = 2):

(5 x4 3)% = 9% = 65 = 5% x, 3% =17 X, 5 = 65!
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3.10 Genel x-Kék islemi ve Temel Kurallar

Bir a-aritmetiginde kok bulma islemi, a-kuvvet isleminin cebirsel ve fonksiyonel tersi olarak tanimlanir.

Tanim 3.30. (Genel a-Ko6k lglemi)

« : R — A bir tirete¢ fonksiyonu olmak tizere bir y € A elemaninin n € Nt dereceden a-kokii
nw == y(l/n)t% — a( % “—1(]/)) (n c IN+)

bagmtisiyla tanimlanur (n = 2 igin ¢/y = a(\/a~1(y)) ifadesine a-karekok, n = 3 icin %/y = a(y/a~!(y)) ifadesine a-kiipkok denir).

Teorem 3.31. (x-Kbk Kurallarinin Korunumu ve Kuvvet ile Terslik)

Cisim izomorfizmasi altinda klasik koklii ifade 6zellikleri a-aritmetiginde aynen gegerlidir:

Ry Xez = Y X ¥z, Ry = ey,
(%/y)™ =y, Wy =y (Y >a ).

» a-Kuvvet ve a-Koékiin Terslik ilkesi: Her Y >q 04 igin {/y% =y ve (W) 2o _ y olup, a-karekok ve a-kare birbirinin tam fonksiyonel tersidir.
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3.11 Klasik ve Carpimsal Kék Onermeleri ve Ornekleri

Onerme 3.32. (1. Birim Urete¢ — Klasik Kék Formdilleri)
a(x) = I(x) = x secildiginde R; = R {izerinde klasik kok:

Vi=  Vi=Vi Y= 7

Ornek 3.34. (Klasik kék hesabi ve carpim kurali)

y =9 ve z = 4 sayilar igin:

Coziim: (a) Karekok ve Kiipkok Degerleri:
V9=3  V8=2  Vie=2
(b) Kok Carpim Kurali:
V9. 4=V36=6=V9V/4=32=6.

Onerme 3.33. (2. Ustel Ureteg — Carpimsal Kék Formiilleri)
a(x) =e*,a (y) =Inyicinhery € R, (y >, 1):

n\*/y:eml \*/y:em/ W:em

Ornek 3.35. (Carpimsal kék: Tanimdan tam (stel hesap)

y = ¢’,z = ¢® sayilari igin:

Co6zim: (a) Tanimdan Carpimsal Karekok ve Kiipkok:
Ved = eVIne) = g3 Velo = ¢t, e = VB = 2.
(b) Kuvvet-Kok Terslik Dogrulamasi:

(\*/6—9)2* _ (63)2* _ 332 _ 69, (3\*/5)3* _ <€2)3* — 81

» Carpimsal Kok Ozelligi ( '¥/e” = ¢V?): Carpimsal kok alma iglemi, saymin dogal logaritmik iisstindeki klasik kok alma islemine kargilik gelir.
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3.12 Kuadratik, Harmonik ve Otelenmis Kék ve Ornekleri

Onerme 3.36. (3. Kuadratik ve 4. Harmonik Kék)

e Kuadratik (« = q): ¢5 = \/ V2 = /.
e Harmonik (« = h): {/y = = = /7.

V1/y

Onerme 3.37. (5. Otelenmis Ureteg — Otelenmis Kék)
a(x) = x + 1 igin 6telenmis kok (y > 1):

Y= Vr—1+1, W= YT+l

Ornek 3.38. (Kuadratik ve harmonik kék hesaplari)

Cozim: (a) Kuadratik Kok Hesaba:

V16 = V16 = 4,
(b) Harmonik Kok Hesabi:

V/25 = 5.

/25 = /25 = 5, 8 = 2.

Ornek 3.39. (Otelenmis kok hesabi ve saglamasi)

Coziim: (a) y = 17 Sayisinin a-Karekokii:

V17=V17-141=4+1=5 (5% =(5-1)2+1

=17).
(b) z = 65 Sayisinin a-Kiipkokii:
Ve5=v65—-1+1=4+1=5 (5% =(5-1)°+1=65).

» Kok ve Kuvvetin Evrensel Tersligi: (¢/7)* = y 6zdesligi tiim Nevtonyen olmayan say sistemlerinde istisnasiz korunur.

Dr. Ogr. Uyesi Aykut HAS - Kahramanmaras Siitcii imam Universitesi, Matematik Blimdi

Sayfa 26 / 73




3.13 Genel a-iki Kare Farki ve x-Tam Kare Acilimlari

Klasik cebirde polinomlarin ¢arpanlara ayrilmasini saglayan iki kare farki, tam kare ve iki kiip farki agilimlari, a-izomorfizmasi sayesinde Nevtonyen
olmayan cebirde birebir karsilik bulur.

Teorem 3.40. (Temel «-Ozdeslikleri ve Carpanlara Ayirma Formdilleri)
Her y,z € A i¢in a-aritmetiginde asagidaki temel 6zdegslikler saglanir:

1. a-iki Kare Fark:
2y

YY" —a 7 = (Y —a2z) Xa (Y +a2)

2. x-Tam Kare A¢ilimi:

2

(Y +a2)% = 1% 44 (20 Xa Y Xo Z) 40 22, (Y —a2)® = y% —4 (20 X Y X Z) 44 22

3. a-Iki Kiip Farka:

YR =2 = (y —az) X4 (yZa +u (Y Xa Z) +a Zz“)'

» Cebirsel izomorfizma: Klasik cebirsel ¢arpanlara ayirma formiilleri, sembollerin ve katsayilarin a-karsiliklariyla (2, = «(2) vb.) aynen korunur.

» Genel a-Binom Acilimi: Pascal tiggeni ve binom katsayilar1 her a-aritmetiginde gecerlidir.
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3.14 Klasik ve Carpimsal iki Kare Farki ve Ornekleri

Onerme 3.41. (1. Birim Urete¢ — Kilasik iki Kare Farki ve Tam Kare)
a(x) = x igin:

Y112 =y -2 =(y—z)(y+2),

(y+z)* =y*+2yz + 2%

Onerme 3.42. (2. Ustel Ureteg — Carpimsal iki Kare Farki ve Tam Kare)
a(x) =e*icinhery,z € R,:

e(lny)z —(In
P —ad = S = T () (g 44 2).

Carpimsal tam kare: (y 4. z)% = (y - z)% = en(¥2)”,

Ornek 3.43. (Klasik iki kare farki ve tam kare hesabi)

y =5,z = 3 sayilari igin:

Coézim: (a) Klasik Iki Kare Farki:
52-32=25-9=16=(5-3)(5+3) =2-8 = 16.
(b) Klasik Tam Kare A¢ilima:

(5+3)2=8"=64=54+2-5-3+32=64

Ornek 3.44. (Carpimsal iki kare farki: y = ¢*,z = ¢?)

y = ¢,z = ¢? sayilari igin:

Coziim: (a) Sol Taraf Hesabu:

(b) Sag Taraf Hesab1 (y —.z = €%, y +.z = ¢°):

(Y —+2) Xu (Y +42) = € X, e® = e¥0 =

» Carpimsal iki Kare Farki Uslerde Klasik iki Kare Farkidir: y = %,z = ¢ icin (¢%)% —, (/)% = ¢” 0 = ¢(a-0)(atD) olup dogrudan iisler iizerindeki klasik

iki kare farkadir.
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3.15 Kuadratik, Harmonik ve Otelenmis iki Kare Farki ve Ornekleri

Onerme 3.45. (3. Kuadratik ve 4. Harmonik iki Kare Farki) Onerme 3.46. (5. Otelenmis Iki Kare Farki)
Kuadratik ve harmonik sistemlerde y* = y* ve x, klasik carpma a(x) = x + 1 altinda y* = (y — 1)? + 1 olup:

oldugundan: ) 2 5 5
y*r =z =y -1 = (z-1)"+1=(y —az) Xa (Y +a 2)-

Yy —g 2 = \/y4—z4 = \/yz—zz- \/y2+22 =y —q2) Xq (¥ +42).

Ornek 3.47. (Kuadratik iki kare farki hesabi (y = 5,z = 3)) Ornek 3.48. (Otelenmis iki kare farki dogrulamasi (y = 5,z = 3))
Coziim: (a) Kuadratik Sol Taraf (5% = 25, 3% = 9): Coziim: (a) Sol Taraf Hesab1 (5% = 17, 3% = 5):
5% —y 3% =25 —, 9 = /252 — 92 = \/544 = 4./34, 5% 3% =17 —,5=17-5+1=13.
(b) Kuadratik Sag Taraf (5—,3 =4, 5+,3 = \/34): (b) Sag Taraf Hesab1 (5 -43 =3, 5+4,3 =7):
(5—13) xy (50 3) = 4-v/32 — 430 (5-43) Xo (5+43) =3%x,7=(3-1)(7—1)+1 = 13!
< <

» Analize Hazirlik: Bu 6zdeslikler, a-tiirev ve a-limit hesaplanirken karsilasilacak 0,/,0, belirsizliklerini sadelestirmek icin en temel cebirsel araclardir.
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Bolim 4: Nevtonyen Olmayan Temel Geometrik Yapilar

4.1 Genel x-Oklid Uzayi (E”) ve Geometrik Yapi Tagima izomorfizmasi

Klasik Oklid geometrisi (E" = (R", || - ||)), diiz Kartezyen uzayda dogrusal 6telemeler ve mutlak farklar {izerine kuruludur. Dogadaki katlanarak
biiyiiyen siiregler (allometrik biiyiime, logaritmik spiraller, Cobb—Douglas ytizeyleri), klasik uzayda dogrusal olmayan formlar alirken; bir o : R —
A iireteciyle donatilan Nevtonyen olmayan Oklid uzayinda (E!) dogrusal ve sabit egrilikli yapilara déniisiir.

Tanim 4.1. (Genel a-Oklid Uzayi (E!) ve x-Metrik)
Bir o : R — A {tirete¢ fonksiyonu verildiginde, A" = R kiimesi tizerinde +,, X, islemleri ve n-uzaklik metrigi

dy(P,Q) =« <\/ ; (=1(x;) — txl(yi))2>
i=1

ile donatilan metrik uzaya a-Oklid uzay1 (E!) denir.

» Izometrik Harita ve Dogal Koordinatlar: « : R” — [E! doniisiimii bir izometrik izomorfizmadir. Bir P = (xy,...,x,) € E! noktas: klasik
uzayda a~}(P) = (a7 !(x1),...,a (x,)) € R" vektoriine kodlanir.

» Egrilerin Dogrusal Diinyas1: Klasik Kartezyen gozliikle bakildiginda biikiimlii veya asimetrik “egri/yiizey” gibi goriinen pek ¢cok geometrik
yap1, Nevtonyen olmayan geometrinin dogal cetveli (d,) ile dl¢tildiigiinde tam birer diiz dogru, afin diizlem, simetrik ¢ember, kiire ve
dairesel konidir.

» Boliim 4 Kapsami: Bu boliimde sirasiyla a-Dogru, a-Diizlem, a-Cember, a-Kiire ve Cift Kanatl1 x-Koni yapilari; genel a-tanimlari, dort temel
tirete¢ Onermeleri, kapali analitik 6rnekleri ve 2B/3B karsilastirmali grafikleriyle incelenmektedir.
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4.2 Genel x-Dogru Tanimi ve Farkli Ureteclerde Dogru Denklemleri

Tanim 4.2. (Genel «-Dogru Tanimi ve Denklemi)

a-Oklid uzayinda iki nokta arasindaki en kisa a-yol boyunca uzanan veya a-egimi her noktada sabit olan noktalarin geometrik yerine
a-dogru denir. lEﬁ diizleminde genel denklemi A, B # 0, olmak tizere

AXax—i_leXD(y—i_aC:Oa < y:mXax—i_an.

Onerme 4.4. (2. Ustel Ureteg — Carpimsal Dogru)
a(x) = x i¢in klasik toplama ve carpma islemleriyle (+;, x1): a(x) = e i¢in carpimsal islemlerle (+., x):

Onerme 4.3. (1. Birim Urete¢ — Klasik Dogru)

Yy=mxix+yn=m-x+n. Y =1 Xy X +,n = enminxtinn g, ylnm - xF,

Onerme 4.5. (3. Kuadratik Uretec — Kuadratik Dogru)
a(x) = /x icin kuadratik islemlerle (4, x,): a(x) = 1/x i¢in harmonik islemlerle (+, x;):
=mx,x+gn=\Vm2x2 +n? = y*> = m*x>+n® Y=mXxXx+pn= _ _mnx (:,zziJrl.
Yy gt Tq Yy : T 1 et - mz | n

» [zometrik Dogrusallagtirma ve a-Egim Karakterizasyonu: a~! koordinat déniisiimii altinda genel a-dogru denklemi a = (y) = a~*(m) a = (x) +a~(n)
biciminde klasik dogrusal forma dontisiir. Burada a-egim m € A sabit olup, Kartezyen diizlemde egrisel goriinen kuvvet ve doygunluk fonksiyonlar1 kendi
n-uzaylarinda sabit egimli birer dogrudur.
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4.3 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Dogru Denklemleri

Ornek 4.7. (Klasik ve Carpimsal Dogru Denklemleri)

Asagida klasik ve carpimsal dogru denklemleri elde edilmistir:

Cozlim:
e (a) Klasik Dogru Formu: m = 2 ve n = 1 i¢in klasik dogru den-
klemi:
y=mxix+yn=mx+n=2x-+1.

e (b) Carpimsal Dogru Formu: m = ¢* ve n = e igin garpimsal
dogru denklemi:

— elnmlnx+lnn _

2+l _ , 2

Yy=mx,x+.n
e (c)NoktaTesti: x=1=0, = y=e=1,x=¢ = y=2¢".

Klasik uzayda parabolik bir egri olan y = ex?, carpimsal diizlemde
egimi m = ¢? olan tam bir dogrudur! <

Ornek 4.8. (Kuadratik ve Harmonik Dogru Denklemleri)

Asagida kuadratik ve harmonik dogru denklemleri elde edilmistir:

Cozim:
e (a) Kuadratik Dogru Formu: m = 2 ve n = 1i¢in kuadratik dogru
denklemi:

Yy=mxgXx44n= Vm2x2 4+ n2 = \/4x2 + 1.
e (b) Harmonik Dogru Formu: m = 2 ve n = 1 i¢in harmonik
dogru denklemi:
mnx  2x
mx+n 2x+1
e (c) Asimptotik Davranis: x —+ oo = y — n = 1 doygunluk
sIniri.

y=mXxXyx—+pn=

Kuadratik dogru klasik diizlemde hiperbol kolu, harmonik dogru ise

doygunluk egrisi olup kendi a-uzaylarinda dogrudur! <

» Logaritmik Eksenlerde Dogrusallik: Inx ve Iny eksenlerinde y = ex? kuvvet egrisi, Iny = 2Inx + 1 denklemiyle egimi Inm = 2 ve eksen kesimi

Inn = 1 olan standart bir afin dogruya dontisiir.

> Resiprokal Koordinatlarda Homografik Dogrusallik: Harmonik dogru y = 52, klasik analizde kesirli dogrusal (Méobius) bir doniisiim olup
(u,0) = (1/x,1/y) resiprokal koordinat diizleminde v = 1u + 1 denklemli afin bir dogruya doniisiir.
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4.4 Farkl Ureteclere Gére Dogrularin Kartezyen Diizlemdeki Davranisi

Dogru Turleri ve Denklemleri

Klasik, kuadratik, carpimsal ve harmonik aritmetik

7 = Klasik Dogru a(t)=t
y=2x+1
6
Kuadratik Dogru a =+t

y=AT41

y 4
Carpimsal Dogru a(f)=e'
3
y= ex?
2
Harmonik Dogru alt)y=1/t
! y= 2x
2x+1
0 - : : ‘ ‘
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

X

Egrilerin pozitif reel koordinatlardaki bélimleri gésterilmistir.

Sekil 4.1. Farkl tireteg fonksiyonlarina gore Nevtonyen olmayan dogrularin tek koordinat sisteminde karsilagtirmali goriintimii (dogru etiketleri gerceve
disindadir).
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4.5 Genel x-Diizlem Tanimi ve Farkli Ureteclerde Diizlem Denklemleri

Tanim 4.9. (Genel «-Diizlem Tanimi ve Denklemleri)

Analitik denklemleri A, B, C # 0, olmak tizere:

AXgx4+aBXgy+4CXpz4+4D =0,

IE3 uzaymnda sabit bir a-normal vektoriine a-dik olan veya dogrusal a-denklemi saglayan noktalarin geometrik yerine a-diizlem denir.

@ Z:m]_Xp(x—'_“mZx,Xy'i_(xn.

Onerme 4.10. (1. Birim Urete¢ — Klasik Diizlem)

a(x) = x icin standart Oklid afin diizlemidir:

Z=mp X1 X+1my X1y +1n=mx + mpy + n.

Onerme 4.11. (2. Ustel Urete¢ — Carpimsal Diizlem)
a(x) = e i¢in carpimsal islemlerle (+., x):

Z=M] X X My XY +4 1 = n-xlr‘mlylr‘mZ.

Onerme 4.12. (3. Kuadratik Urete¢ — Kuadratik Diizlem)
a(x) = /x i¢in kuadratik islemlerle (+,, x,):

Z=1M1 XgX +qMy XgY+qn = \/m%xz—km%yz—knz.

Onerme 4.13. (4. Harmonik Urete¢ — Harmonik Diizlem)
a(x) = 1/x i¢in harmonik islemlerle (+, x;):

1 1 1 1 mymoynxy

- mony + mynx + mymoxy’

» Urete¢ Déniisiimii ve a-Diizlem Karakterizasyonu: a~'(z) = a~'(my)a~1(x) + a~'(mp) a~(y) + a~(n) bagintis1 uyarinca; Cobb-Douglas yiizeyleri
(a = €¥), eliptik hiperboloidler (« = /x) ve ift girdili harmonik ytizeyler (« = 1/x) kendi dogal a-uzaylarinda diiz birer afin diizlemdir.
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4.6 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Diizlem Denklemleri

Ornek 4.14. (Klasik ve Carpimsal Diizlem Denklemleri)

Asagida klasik ve carpimsal diizlem denklemleri elde edilmistir:

Coziim:
e (a) Klasik Diizlem Formu: m; = 1,m; = 2 ve n = 3 i¢in klasik
diizlem:

Z=my X X +ymyXjy+in=x+2y+3.
e (b) Carpimsal Diizlem Formu: m; = e,my = ¢ ve n = ¢° igin
carpimsal diizlem:

Z =My X X s Mg X Y = @IS — 32

e (c)NoktaTesti: x=1=0,,y=1=0, = z=¢=n.
Bu ytizey carpimsal geometride 1. derece diizlem, klasik uzayda Cobb-

Douglas yiizeyidir!
<

Ornek 4.15. (Kuadratik ve Harmonik Diizlem Denklemleri)
Asagida kuadratik ve harmonik diizlem denklemleri elde edilmistir:

Céziim:
e (a) Kuadratik Diizlem Formu: m; = 1,m; = 2 ve n = 3 igin
kuadratik diizlem:

z= \/m%xZ—I—m%yz—Fnz = \/x2+4y> +9.

e (b) Harmonik Diizlem Formu: m; = 1,m, = 2 ve n = 3 igin

harmonik diizlem:
1 1 1 1 6xY

- Z:3x+6y+2xy'
e (c) Asimptotik Tavan: x,y - o = z — 3 = n yatay siur
diizlemi.

z x 2y 3

Kuadratik diizlem eliptik hiperboloid (z? — x? — 4y* = 9), harmonik dii-
zlem ise rasyonel yiizeydir!
<

» Logaritmik Koordinatlarda Lineer Diizlem: (Inx,Iny,Inz) koordinatlarinda z = e3xy? yiizeyi, Inz = Inx + 2Iny + 3 afin diizlemine doniisiir.

» Resiprokal Uzayda Afin Diizlem: (u,v,w) = (1/x,1/y,1/z) koordinatlarinda harmonik diizlem, w = u + v + I standart diizlem denklemini saglar.
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4.7 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Diuzlem Yuzeylerinin 3B Cizimi

Klasik Diizlem Carpimsal Dizlem
a)=t a(t)=e'
z=x+2y+3 z=exy?

1,40.2

Kuadratik Diizlem Harmonik Duzlem
aty=+/1 a(ty=1/t
__ by
2=V 4749 Chrey+o

Sekil 4.2. Farkl iireteg fonksiyonlarina gore Nevtonyen olmayan diizlem yiizeylerinin 3B Kartezyen uzaydaki karsilastirmali goriiniimii.
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4.8 Genel x-Cember Tanimi ve Farkh Ureteclerde Cember Denklemleri

Tanim 4.16. (Genel x-Cember Tanimi ve Denklemi)

a-Oklid uzayinda sabit bir M(xy, 1) merkez noktasma a-uzakliklari esit ve r € AT olan noktalarn geometrik yerine a-gember denir.
Analitik denklem:i:

(x —a xO)Z“ o (Y —a yO)Z“ = 7%,

Onerme 4.17. (1. Birim Urete¢ — Klasik Oklid Cemberi) Onerme 4.18. (2. Ustel Ureteg — Carpimsal Cember)
a(x) = x icin klasik ¢ikarma ve toplama ile: a(x) = e* i¢in carpimsal islemlerle:
(x=1x0)* 41 (y —190)* = = (x—x0)+(y—yo)* = 1~ (x = 30)% s (y —uy0)* = 1 = In’ (‘) i (yl) =l
0 0

Onerme 4.19. (3. Kuadratik Urete¢ — Kuadratik Cember)
a(x) = v/x i¢in kuadratik islemlerle: a(x) = 1/x i¢gin harmonik islemlerle:
) _ 1 1\ /1 1\ [1\}
(=g 301+ =0 = = (RBP4 PP = || Gt = = (1o )+ (-5) = (G
0 0

» Parametrik Temsil ve a-Trigonometrik Karakterizasyon: Her 6 € [0,27) icin x(8) = a(a'(xo) + a~!(r)cosf) ve y(6) = a(a"'(yo) + a~!(r)sin0)
parametrizasyonu, ilgili {iretecin a-gemberini kapal1 ve piiriizsiiz bir egri olarak {iretir.
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4.9 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Cember Denklemleri

Ornek 4.21. (Klasik ve Carpimsal Cember Denklemleri) Ornek 4.22. (Kuadratik ve Harmonik Cember Denklemleri)

Asagida klasik ve carpimsal gember denklemleri elde edilmistir: Asagida kuadratik ve harmonik cember denklemleri elde edilmistir:
Céziim: Cézim:
e (a) Klasik Cember Formu: M = (2,2) ve r = 1 i¢in klasik ¢cember: e (a) Kuadratik Cember Formu: M = (2,2) ve r = 1 i¢in kuadratik
(x—22+(y—22%=1>=1. cember:
e (b) Carpimsal Cember Formu: M = (¢?,¢2) ve r = e i¢in carpim- (x—42)% +4(y —2)" =17 = (P -4+ (-4 =1
sal cember: e (b) Harmonik Cember Formu: M = (2,2) ve r = 1 i¢in harmonik
(e b (g = o 2(5) 412( ) =1 cember
¢? ¢? ) . 1 1\ /1 1\
e (0) N021<taTesti: t=0 = Xz =, y=e5t =1 = x4 = (x =p2)% 45 (y = 2)" =17 = <x_2> + (y_2> =1
“y=e- e (c) Geometrik Karakter: Kuadratik ¢cember 4. derece Cassini

Axeag = €2(e — 1), Axgy = e(e — 1) olup saga uzama sola uzamadan tam ovali, harmonik ¢ember ise asimetrik kapali halkadir!

e kat fazladir! >

Her iki kapali egri kendi a-metriginde sabit yaricapli tam bir cemberdir!
<

» Carpimsal Cemberin Asimetrisi: Logaritmik eksenlerde (Inx,Iny) merkezi (2,2) ve yarigap1 1 olan kusursuz simetrik Oklid cemberi, Kartezyen
diizlemde saga ve yukar: dogru uzayan analitik bir yumurta ovalidir.

» Kuadratik ve Harmonik izometri: (u,0) = (x2,42) ve (u,0) = (1/x,1/y) doniisiimleri altinda kuadratik ve harmonik cemberler standart Oklid
cemberlerine izometrik olarak esdegerdir.
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4.10 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Cember Formlarinin Cizimi

1. Klasik Cember an =t 2. Carpimsal Cember a(t)=e'
@=22+(y-27*=122 In?(x/e?) +1In?(y/e?) =1
33
20
3
2,5 15
y b,
10
15
5
1
0,5 0
0,5 1 15 2 25 3 35 0 5 10 15 20
X X
3. Kuadratik Cember at)=+/1 4. Harmonik Cember a)=1/t
@242+ (242 =18 (r=3)7+(5-5)7=022
2,6 4 = -
2,4 35
2,2 3
) ’ Y 2,5
1,8
2
16
1,5
1,4
1
14 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 1 15 2 &5 3 35 4
X X

M noktalar ilgili aritmetikteki merkezleri, eksenler reel koordinatlan gosterir.

Sekil 4.3. Farkl iireteg fonksiyonlarina goére Nevtonyen olmayan ¢ember formlarinin Kartezyen diizlemdeki karsilastirmali goriintimdi.
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4.11 Farkli Ureteclere Gére Cemberlerin Tek Koordinat Sisteminde Gériiniimii

Farkh Uretec Fonksiyonlarina Gére Nevtonyen Olmayan Cemberlerin Karsilastirmali Grafigi

Cember Tiirleri ve Denklemleri

4.5 -
= Klasik Cember (a=1): (z —2)%+ (y—2)2 =1,2?
40- == Kuadratik Cember (a=Vvz): (22 -4)* + (y* —4)?=1,8"
== Carpimsal Cember (a=e®): In? (2/2) 4 In? (y/2) = 0,652
35 == Harmonik Cember (a=1/z): (1/z —1/2)%+ (1/y—1/2)? =0,22?
B
c 4
o 3.0
)
u
- 2.5-
Q
()
-4
20 T 2, 2)
1.5-
1.0-
05 al 1 1 1 1 1

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5
Reel Eksen z

ekil 4.4. Farkli iiretec fonksiyvonlarina gdre Nevtonyen olmayan cemberlerin ayni koordinat sistemindeki karsilastirmali goriinimii (cember etiketleri
c Y g Y yan ¢ yn siasg g C
gerceve digindadir).
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4.12 Genel x-Kiire Tanimi ve Farkli Ureteclerde Kiire Denklemleri

Tanim 4.23. (Genel «-Kire Tanimi ve Denklemi)

IE3 uzayinda sabit bir M(xo, yo, zo) merkez noktasina a-uzakliklar: esit ve r € AT olan noktalarin geometrik yerine a-kiire denir. Analitik
denklemi:

(% —a 20)* +o (¥ 2 Y0)>* +a (2 —a 20)™ =17
Onerme 4.24. (1. Birim Urete¢c — Klasik Kiire) Onerme 4.25. (2. Ustel Ureteg — Carpimsal Kiire)
x(x) = x icin standart Oklid kiiresidir: a(x) = e i¢in asimetrik yumurta kiiresidir:
3 > 2 2 > 2( Xi 2
Y-~ x) = = (= x0)? o (g~ yo)? + (2 = 20)° = 7 (= o =% = L () e

Onerme 4.26. (3. Kuadratik Uretec — Kuadratik Kiire)

a(x) =

V/x i¢in dordiincti dereceden ytizeydir:

Z(xz

g Xio)X =11 = Z x? — x2)2 =1,
i=1

Onerme 4.27. (4. Harmonik Uretec — Harmonik Kiire)
a(x) = 1/x igin harmonik kiiresel yiizeydir:

v = £ G20

= Xi0

3
> (xi
i=1

» Kiiresel a-Koordinatlar ve izometrik Yiizey Tasima: u € [0,27),0 € [—r/2,71/2] agilanyla x;(u,v) = aa(xi) + a7 (r) wi(u,v)) (JJw| = 1) kiiresel
parametrizasyonu, E3 uzayindaki tiim a-kiire yiizeylerini standart Oklid kiiresinin izometrik goriintiisii olarak inga eder.
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4.13 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Kiire Denklemleri

Ornek 4.28. (Klasik ve Carpimsal Kiire Denklemleri) Ornek 4.29. (Kuadratik ve Harmonik Kiire Denklemleri)
Asagida klasik ve carpimsal kiire denklemleri elde edilmistir: Asagida kuadratik ve harmonik kiire denklemleri elde edilmistir:
Coziim: ) Coziim:
e (a) Klasik Kiire Formu: M = (2,2,2) ve r = 1 i¢in klasik Oklid e (a) Kuadratik Kiire Formu: M = (2,2,2) ve r = 1 i¢in kuadratik
kiiresi: kiire: X X
(x=2+(y—-2>+(z—-2*=1"=1 Y (xi—q2)% =1% <= Y (57 -4 =1
i=1 i=1
e (b) Carpimsal Kiire Formu: M = (¢?,¢?,¢?) ver = ¢ igin garpimsal e (b) Harmonik Kiire Formu: M = (2,2,2) ve p = 0,22 icin har-
kiire: monik kiire:
: 22, _ 2 ’ 2 (5 =1 3 ) ) 3 /1 1\? )
X;—x €7 ) =7 <— —- ) =1 - h — o%h — _ ) = .
Y= ) Y () Vw2 = = 1-_21<xi 2) 0,22
e (c) Kutup Noktalar1 (x = €%,y = €*): zyst = €,2z4 = €6 —> o (c) Geometrik Karakter: Kuadratik kiire 4. derece siiper-kuadrik
Azist = 2(e — 1), Az = e(e — 1). oval, harmonik kiire ise kapali damla/can yiizeyidir!
Azist/ Azqye = e olup tist kutba uzama alt kutuptan tam e kat fazladr! Her iki yiizey de kendi a-uzaylarinda tam simetrik birer kiiredir! |
<

» Carpimsal Kiirenin 3B Yumurta Geometrisi: Logaritmik eksenlerde (In x,Iny,Inz) kusursuz simetrik Oklid kiiresi olan yiizey, klasik Kartezyen 3B
uzayda saga, arkaya ve yukar1 uzayan analitik bir 3B yumurta kiiresidir.

» Esuzaklik Yiizeyleri: Dereceli metrik yapisina sahip ortamlarda merkeze sabit a-uzakliktaki noktalarin geometrik yeri a-kiire yiizeyleriyle temsil
edilir.
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4.14 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Kure Yiizeylerinin 3B Cizimi

(b) Carpimsal Kiire

a(f)=e'

(a) Klasik Kiire

a(t)=t
x=22+(-22+(z-2*=1 In? (x/e?) +1n? (y/e?) +1n? (z/e?) =1

|
T 20
I 15
|z
T 10
T 3
20
15
10
y
(c) Kuadratik Kire (d) Harmonik Kiire
ay=+/1 ah) =1/t
(2 =42+ (2 =42+ (2 —4)2 =1 (1x =122 +(Uy = 1/2)* + (/2 — 1/2)*=0,22*
| |
*‘220 Tas
‘IZJO ‘130
oo b
" \
‘ Tzo
L 75 l1.5
< 2.20 ~__ 35
175 e 210 15 T 30
190 T 200 20 — 25
2.00 T~ 1.90 25 T —_ 20
210 - y 3.0 y
x 2.20 175 x 35 15

Yizeylerin pozitif koordinatlardaki bilesenleri gésterilmistir.

Sekil 4.5. Farkl tireteg fonksiyonlarina goére Nevtonyen olmayan kiire yiizeylerinin 3B Kartezyen uzaydaki karsilastirmali goriiniimii.
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4.15 Genel x-Koni Tanimi ve Farkl Ureteclerde Koni Denklemleri

Tanim 4.30. (Genel x-Koni Yizeyi Tanimi ve Denklemi)
IE3 uzayinda sabit bir tepe noktasindan gegen ve tabanda sabit bir a-gemberi tarayan a-dogrularin geometrik yerine a-koni yiizeyi denir.
Tepe noktast T (xo, Yo, zo) Ve yarigap sabiti c € AT olan genel denklem:

(x =5 20)% 40 (Y —a y0)® = ¢* X4 (2 =4 20)

2

Onerme 4.31. (1. Birim Urete¢ — Klasik Koni)
a(x) = x icin standart Oklid dairesel konisidir:

(x —x0)* + (y — y0)* = *(z — 20)*.

Onerme 4.32. (2. Ustel Ureteg — Carpimsal Koni)

a(x) = e* icin iistel huni (asimetrik) koni yiizeyidir:

In? (i) —i—ln2 (l) — In?c-In? (i) .
Xo Yo 20

Onerme 4.33. (3. Kuadratik Urete¢ — Kuadratik Koni)
a(x) = y/x i¢in dordiincti dereceden stiper-kuadrik konidir:

(x* = x5)* + (v — y0)* = c*(z" — %)™

a(x) = 1/x i¢in harmonik biikiimlii hiperbolik konidir:

(a2 - )

» Cift Kanatli1 a-Koni ve Yatay Kesit Ozelligi: Tepe noktast T(xo, yo, z0)'dan gegen a-dogrularin tirettigi ¢ift kanatli a-koni ytizeyinde, z = z; # zp dii-
zlemiyle alinan her yatay kesit merkezi (xo, yo) olan bir a-gemberdir. Alt (z <, zo) ve iist (z >, zo) kanatlar [E3 metriginde tam simetriktir.
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4.16 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Cift Kanatlhi Koni Denklemleri

Ornek 4.35. (Klasik ve Carpimsal Koni Denklemleri)

Asagida klasik ve carpimsal ¢ift kanath koni denklemleri verilmistir:

Coziim:
e (a) Klasik Cift Kanatli Koni: Tepe noktas1 T = (2,2,2) vec = 1
i¢in klasik koni:
(x—2P+(y—27 = (-2
e (b) Carpimsal Cift Kanatli Koni: Tepe noktasi T = (2, ¢2,¢?) ve
¢ = e i¢in ¢carpimsal koni:

2( X 2( Y\ _1:2( 2
() +10 () = 10°()-
e (c) Alt ve Ust Kanat Analizi (z € [¢,¢%]): Azgst = €*(e — 1) ve
Az =e(e—1).

Ust kanat yiiksekligi alt kanat yiiksekliginden tam e kat fazladur! <

Ornek 4.36. (Kuadratik ve Harmonik Koni Denklemleri)

Asagida kuadratik ve harmonik ¢ift kanath koni denklemleri verilmistir:

Coziim:
e (a) Kuadratik Cift Kanatli Koni: Tepe noktas1 T = (2,2,2) ve
¢ = 1 i¢in kuadratik koni:

(x—4 2)% +4 (v _qz)zq = (z _qz)zq = (P-4’ 4+ (-4 = (-4

e (b) Harmonik Cift Kanatli Koni: Tepe noktas1 T = (2,2,2) ve
¢ = 1 i¢in harmonik koni:

1 1 /1 1\ /1 1V
G=2) (2 -(E2)
e (c) Geometrik Karakter: Kuadratik koni tabanlar1 Cassini ovali,
harmonik koni ise hiperbolik ¢ift konidir!

Her iki yiizey de kendi a-uzaylarinda simetrik ¢ift kanatli konidir! <«

» Carpimsal Cift Kanatl1 Koninin Asimetrisi: Logaritmik eksenlerde simetrik kum saati olan ¢ift koni, Kartezyen uzayda tist kanad1 uzun, alt kanad1

basik ve tabanlar1 yumurta ¢gemberi olan asimetrik bir yapidir.

» Homojen Kuadratik Form Yapisi: a ! koordinatlarinda her a-koni yiizeyi, u? + v* — ¢*w? = 0 standart dejenere kuadrik formuna izometrik olarak

dontisir.
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4.17 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Koni Yiizeylerinin 3B Cizimi

(b) Carpimsal Koni

(a) Klasik Koni
alt)=t

(=2 +(y-272=(z-2)

a(t)=e'

In? (x/e?) + In? (y/e?) = In? (z/e?)

+20
J“ 15
l z
‘ 10
‘“ 5
20
15
10
y
(c) Kuadratik Koni (d) Harmonik Koni
ay=+1 a(ty=1/t
(2 =4+ (y2 —4)2 = (2 —4)? (Ux =172+ 1y =1/2) =(1/z= 1/2)*
LE.S
|
30
l2.5
‘ z
‘120
J‘I.S

Yizeylerin pozitif koordinatlardaki sinirl bolimleri gosterilmistir.

Sekil 4.6. Farkl iireteg fonksiyonlarina goére Nevtonyen olmayan koni yiizeylerinin 3B Kartezyen uzaydaki karsilastirmali goriiniimii.
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4.18 Trigonometrik Uretec¢ («(x) = sin x) Altinda Temel Geometrik Yapilar

Tanim 4.37. (Trigonometrik Ureteg (x(x) = sinx) ve Sinirl B = [—1,1]" Uzayi)
Esas dal [—7/2, /2] {izerinde kesin artan bijeksiyon olan a(x) = sinx (a~!(y) = arcsiny) iireteci, goriintii kiimesi A = [—1, 1] olan sinirh say1 sistemini
ve dgin(P, Q) = sin( VY (arcsin x; — arcsin yi)2> metrigiyle donatilan trigonometrik Oklid uzayim (E’ = [—1,1]") iiretir.

Onerme 4.39. (2. Trigonometrik Diizlem (sin-Diizlem))
= [~1,1]? diizleminde 7t = arcsinm, /i = arcsin n igin: E3 = [—1,1]® uzayinda ri;; = arcsinm;, fi = arcsinn igin:

Onerme 4.38. (1. Trigonometrik Dogru (sin-Dogru))
IEZ

sin

Y =M Xgin X +sin 1 <= y = sin(marcsinx + ). z = sin (171 arcsin x + 7ty arcsin y + 7).

Onerme 4.40. (3. Trigonometrik Cember (sin-Cember)) Onerme 4.41. (4. Trigonometrik Kiire ve Cift Kanatli Koni)

Merkezi M(xo,yo) ve yarigap1 r = sin p olan sin-gember: E3  uzayinda sin-kiire ve ¢ift kanatli sin-koni denklemleri:
2 2 2 3 2
(arcsin x — arcsin xg)* + (arcsiny — arcsinyg)* = p*. Y (arcsinx; — arcsinxjp)® = p?, ) arcsin® x; = & arcsin® z.
i=1 i=1

» Sinirli Evren ([—1,1]") ve Periyodik Lissajous Uzantisi: a(x) = sinx tireteci tim R” uzaymi [—1,1]" hiperkiipiiniin i¢ine sikistirir; esas dal disina
cikildiginda ise (x(t),y(t)) = (sint,sin(1t + 1)) parametrizasyonu kapal1 Lissajous ve Chebyshev dalga egrilerini tiretir.
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4.19 Trigonometrik Urete¢ (a(x) = sin x) igin Dogru, Diizlem, Cember, Kiire ve Koni Ornekleri

Ornek 4.42. (Trigonometrik Dogru, Diizlem ve Uggen Denklemleri) Ornek 4.43. (Trigonometrik Cember, Kiire ve Koni Denklemleri)
a(x) = sin x lireteci altinda dogrusal yapilar: a(x) = sinx lireteci altinda egrisel ve ytizeysel yapilar:

Coziim: Coziim:
e (a) sin-Dogru Formu (1 = 2,7 = 0): e (a) sin-Cember Formu (M(0,0),r = sinp):
y =sin(2arcsinx) = 2xv/1—x% (x € [-1,1]). x(0) = sin(p cosb),

.2 2y = ? s
Cebirsel olarak 4. derece (y* = 4x*(1 — x?)) olan bu egri, E2 dii- aresin” X F-aresiny =p y(0) = sin(psin6).

zleminde orijinden gecen tam bir dogrudur! e (b) sin-Kiire Formu (M(0,0,0),p = 1,28):
e (b) sin-Diizlem Formu (1, = 1,71, = 1,71 = 0): arcsin? x + arcsin’ y + arcsin® z = 1,282,
z = sin(arcsin x + arcsiny) = xy/1 —y2 + yv/1 — x2. e (c) Cift Kanatli sin-Koni (7(0,0,0),¢ = 1):

arcsin® x + arcsin’y = arcsin’z  (x,y,z € [—1,1]).
Kenarlar1 +1 sinirlarma yaklastikga disa dogru acgilan ¢an konisi
ylizeyidir!
< <

e (c) sin-Ug¢gen: u-v diizlemindeki dogrusal kenarlarm (x,y) =
(sinu, sinv) goriintiisiiyle kurulan egrisel kenarl ticgendir.

» Chebyshev Polinomlar: ile Baglant:: 7 = 0 ve 1 = k € Z" secildiginde sin-dogru ve cos-dogru denklemleri dogrudan Ti(x) = cos(karccos x)
Chebyshev polinomlarmi ve cebirsel Lissajous egrilerini iiretir.

» Sinir Sikismasi (Yastik Geometrisi): Yarigap p — 71/2 degerine yaklastikga sin(p cos#) fonksiyonu +1 smirlarinda diizlestigi igin sin-cember ve
sin-kiire, [—1,1]" kiiplinii dolduran yuvarlatilmis bir yastik geometrisine dontistir.
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4.20 Trigonometrik Urete¢ (x(x) = sin x) Altinda Geometrik Yapilarin 2B ve 3B Cizimleri

Siniis Ureteciyle Geometrik Yapilar

Ters dénliglm: arcsin esas dall [-#/2,7/2] * Reel koordinatlar: —1 <x,y,z<1
(a) sin-Dogrular (b) sin-Cemberler (c) sin-Ucgen ve Periyodik Uzanti

(x,y) =(sinu,sinv)

y =sin(imarcsinx + i1) (arcsinx)? + (arcsiny)> =p?

——————

\
0,5 - 0,5 ll 0,5
1
1
1
= a 1 >
g g ! "=
a0 2 o0 I 2 0
= > =
0,5- 0,5+ 0,5
— =055 = p=130
—_— =095 M=(sin0,35.5in0,35)
- p=075 ¢ N
a1- a1- a4 e sin-Uggen kenarlan
. . . . . . . “++ Bir kenarin periyodik uzantisi .
1 0,5 0 05 1 1 0,5 0 05 1 1 5 M U5 1
x=sinu x=sinu x=sinu
(d) 3B sin-Diizlem (e) 3B sin-Kiire (f) 3B Cift Kanath sin-Koni
3
z=sin(arcsinx +arcsin y) Y (arcsinx;)®=1,28? (arcsin x)? + (arcsin y)? = (arcsin z)?

i=1

Sekil 4.7. a(x) =sinx (a~!(y) = arcsiny) tireteci alinda E%, = [-1,1]? ve E3 = [—1,1]? uzaylarinda olusan (a) sin-dogrular, (b) sin-gemberler, (c)

sin-licgen, (d) 3B sin-diizlem, (e) 3B sin-kiire ve (f) 3B ¢ift kanatl sin-koni yapilar.
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Bolum 5: Nevtonyen Olmayan Analiz Surecleri

5.1 Nevtonyen Olmayan Analiz: Fonksiyonlar ve Yapi Tasima ilkesi

Klasik analiz (« = I), yakinsamay1 Oklid fark metrigi | f(x) — L|ile, anlik degisimi Ay / Ax oraniyla ve birikimi Riemann toplamlariyla tanimlar. Bira : R — A
tireteciyle kurulan E, uzayinda ise tiim analiz siiregleri a-aritmetigi ve d, metrigi tizerine insa edilir.

Tanim 5.1. (Nevionyen Olmayan Fonksiyon ve Geri-Cekme Déndisimi)
D C A = R, iizerinde taniml bir f : D — A fonksiyonunun « iireteci altindaki klasik karsilig1 (geri-cekmesi) f: a~'(D) — R,

fa)= (o foa)(w) =a Y (flaw) < f(x)=a(f(a'(x)))

bagintistyla tanimlanir. a : (R, +,, <,| - |) = (A, +a, Xa <a,| - |«) dOntistimii izometrik bir cisim izomorfizmasi oldugundan, klasik analizin temel yap1
taslar1 E, uzayina eksiksiz aktarilir.

» 1. a-Limit Siireci (lim,_ , f(x)): Yakinsamay1 klasik fark yerine d,(f(x),L) = |f(x) —« L|« uzaklig1 tizerinden olger.

» 2. a-Tiirev Siireci (¥ (x) = 321; ): Anlik degisim hizinmi a-fark bolimiiniin a-limiti olarak belirler; a-teget dogrusunun egimini verir!

» 3. a-Integral Siireci (| a“b f(x) dax): Sonsuz kiigiik a-¢arpimlarin a-toplami olarak birikimi 6lger ve Kalkiiliisiin a-Temel Teoremi ile tiirevin tam tersi
olarak isler.
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5.2 Genel a-Limit Tanimi ve Farkli Ureteclerde Limit Bagintilari

Tanim 5.2. (Genel a-Limit ve a-Sdreklilik)
f:D C A — A fonksiyonu ve a € A yigilma noktasi i¢in; her € >, 0, sayisina karsiik 0, <, |x —y a|s <o J iken |f(x) —4 L|« <. € olacak bicimde bir
0 >4 0, bulunabiliyorsa L € A sayisina f'nin a noktasindaki a-limiti denir:

lim f(x) =L <= limd,(f(x),L) =0, < L:oc(limzx_l(f(x))).

X—>qa x—a x—a

Onerme 5.3. (1. Birim Urete¢ — Klasik Limit) Onerme 5.4. (2. Ustel Ureteg¢ — Carpimsal Limit)
a(x) = xigind;(f(x),L) = |f(x) — L| metriginde: a(x) = e* icin d. (f(x), L) = elmUF®)/D metriginde:
a}l—rﬁzf( Y= chlir;f(x) =L xh_>muf( xX) = exp(gl}g;lnf(x)) =L < }1{113% =1

Onerme 5.5. (3. Kuadratik Uretec — Kuadratik Limit) Onerme 5.6. (4. Harmonik Uretec — Harmonik Limit)
a(x) = Vxigindg(f(x), L) = /| f*(x) — L?| metri§inde: a(x) =1/xicind,(f(x),L) = ‘J‘[{i’;)ﬂ‘ metriginde:
lim f(x) = lim(f(x))2 =L B 1
xX—qa x—a xh_{l;‘laf(x) (chlir}z f( )) =L chlirzz f( ) Z

> zx-LimiE Cebiri ve a-Siireklilik: lim,_, , f(x) = L; ve lim,_, ,¢(x) = Ly ise her x, € {+4, —a, Xu, /o } islemi igin lim,_, , (f(x) *g g(x)) = L %, L esitligi
saglanir. Ozel olarak lim,_, , f(x) = f(a) ise f fonksiyonu a noktasinda a-siireklidir.
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5.3 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Limit Ornekleri

Ornek 5.7. (Klasik ve Carpimsal Limitler) Ornek 5.8. (Kuadratik ve Harmonik Limitler)
1. Klasik 0/0 Belirsizligi: 3. Kuadratik 0,/,0, Belirsizligi (x —, 3):
lim © -9 = lim(x +3) = 6. X% —, 3% x* —81
=3 Xx—3 x=3 = 5 = VxZ+09.
x—43 x> =9
. . s e 2 .
2. Carpimsal 1/.1 Belirsizligi (x —. e%): Kuadratik limit degeri dogrudan elde edilir:
2, _ A
Ty @ = lim V22 +9 = V18 = 3V2.
X —x e x—>q3
Limit alindiginda ¢arpimsal sonug bulunur: 4. Harmonik Dogru Limiti (f(x) = ,25,):
lim (e’x) = e - e* = e®. 1
Bt lim f(r) = (2+2) =2
xX—p2 - 2 4 a 3

» Belirsizliklerin Yapisal Benzerligi: Klasik analizde x — 3 i¢in sonug 6 = 2 x| 3 ¢ikarken; garpimsal analizde x —, €? i¢in sonug e = 2, x, ¢? ¢ikar. Her
sistemde 0, /40, belirsizligini iki kare farki ¢ozer!
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5.4 Genel x-Ara Deger Teoremi ve Farkh Ureteclerdeki Onermeleri

Teorem 5.9. (Genel x-Ara Deger (Bolzano) Teoremi)

a : R — A stirekli ve kesin artan bir irete¢ fonksiyonu olsun. f : [a,b], — A fonksiyonu a-siirekli ve ug noktalarda zit a-isaretli ise, yani

f(a) xa f(b) <u 04

kosulu saglaniyorsa; f(c) = 0, olacak bi¢cimde en az bir ¢ € (a,b), noktas1 vardur.

Onerme 5.10. (1. Birim Urete¢ — Klasik Ara Deger Teoremi) Onerme 5.11. (2. Ustel Urete¢ — Carpimsal Ara Deger Teoremi)
a(x) = x i¢in 0; = 0 oldugundan: a(x) = e*i¢in 0, = 1 oldugundan In f(a) In f(b) < 0 iken:
f(a)-f(b) <0 = 3Jce(ab): f(c)=0. dc € (a,b),: f(c) =1=0,.
Grafigin x-eksenini kestigi klasik kokii garanti eder. f(c) = 0 kokiinii degil, f(c) = 1 denge noktasin1 garanti eder!

Onerme 5.12. (3. Kuadratik Urete¢ — Kuadratik Ara Deger) Onerme 5.13. (4. Harmonik Urete¢ — Harmonik Ara Deger)
a(x) = y/x igin karesel genlik diizeyinde: a(x) = 1/x icin resiprokal diizeyde:
sgn(f(a))f*(a) - sgn(f (b)) f*(b) <0 = f(c) =0, =0. 10— 3@, L —o.
f@ F®) @ 7
Karesel enerji/giig seviyesinde sifir gecisini garanti eder.
0 ¢ R, oldugundan 0’1 igeren araliklarda bozulur!

» Yeni Uzayda Ara Deger Teoreminin Anlami: Klasik analizde Ara Deger Teoremi niceligin yok oldugu am (f(c) = 0) yakalarken; carpimsal analizde
biiytime ¢arpaninin 1 oldugu (ne bitytime ne kiiciilmenin yasandig1 basabas denge anin1) tespit eder.
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5.5 Genel a-Tiirev Tanimi ve Farkli Ureteclerde Tiirev Operatérleri

Tanim 5.14. (Genel a-Tiirev ve w-Diferansiyellenebilirlik)

f:D C A — A fonksiyonunun x € D noktasindaki a-tiirevi (f(*)(x) veya %), a-fark bolimunin + —, x iken a-limiti olarak tanimlanir:

@) = I _ G r £ R K G0 C2)) A S A R (VA CI) PP
FO) = S = B (£(6) =0 £0) /ult =) (—d(“_l(x)) (el r®).

Onerme 5.15. (1. Birim Urete¢c — Kilasik Tiirev) Onerme 5.16. (2. Ustel Urete¢ — Carpimsal Tiirev)
a(x) = x (a~!(y) = y) i¢in standart Nevton-Leibniz tiirevidir: a(x) =e* (a”!(y) = Iny) i¢in E, ¢arpimsal tiirevi:
(D :'M:’ . . xh) \ P x f(x (I £(x)
FO(x) =lim =22 = f(x). f(x):}llg}(ff((x))) :exp( ff(i))>:€(1 F)

Onerme 5.17. (3. Kuadratik Urete¢ — Kuadratik Tiirev) Onerme 5.18. (4. Harmonik Urete¢ — Harmonik Tiirev)
a(x) = /x (a7 (y) = y*) i¢in E, kuadratik tiirevi: a(x) =1/x (a~(y) = 1/y) icin B, harmonik tiirevi:
-1 )
d(f2(x))  [f(x) F(x) () () — (d(l/f(X))) _ )
o=y V" PWO=Caam ) ~@re

» «-Tiirev Kurallar1 (Toplam, a-Leibniz Carpim ve a-Zincir Kurali): Her a-tiirev operatorii kendi aritmetiginde dogrusal ve Leibniz kuraliyla uyumludur:
(f 22 &)W = f) 20 89, (f xu @)@ = f) o g +a f xa g™ ve (g0 ) (x) = g™ (f(x)) xa f®(x).
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5.6 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Tiirev Ornekleri

Ornek 5.19. (Klasik ve Carpimsal Tiirevler)
1. Klasik Dogru: f(x) =2x+1

f(I)(x) = %(296—1- 1)=2=m (sabit).

2. Carpimsal Dogru: f(x) =e- x>

fr(x) = eXp<x.2ex> =exp(2) = e* =m.

ex?

2, _ n’x

3. Carpimsal Kare: g(x) = x> =¢

Ornek 5.20. (Kuadratik ve Harmonik Tiirevier)
4. Kuadratik Dogru: f(x) = v4x2+1 (m =2)

4x

fla) = == —

Kuadratik tiirev formiiliinden sabit egim elde edilir:

— f()f (x) = 4x.

5. Harmonik Dogru: f(x) = 525 (m =2)
2

(z51) 4x?

X2 (2x42rl)2 2x?

» Boliim 4 ve Boliim 5 Sentezi (Sabit a-Egim = Sabit a-Tiirev): Boliim 4'te tanimlanan dért dogrunun (2x + 1, ex?, V4x2 +1, 23%) klasik ttirevleri

degiskenken, kendi dogal a-tiirevleri her noktada sabit a-egime (2, €?,2,2) esittir!
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5.7 Genel x-Ortalama Deger Teoremi ve Farkli Urete¢c Onermeleri

Teorem 5.21. (Genel «-Lagrange Ortalama Deger ve a-Fermat Teoremleri)

[a,b], tizerinde a-stirekli ve (a,b), lizerinde a-tiirevlenebilir bir f fonksiyonu igin:

f@(c) = (f(b) —a f(a)) /u(b—n )

1. a-Fermat Teoremi: ¢ € (a,b), yerel a-ekstremum noktast ise f(*)(c) = 0, dur.
2. n-Lagrange Ortalama Deger Teoremi (a-ODT): En az bir ¢ € (4, b), a-noktasinda anlik a-tiirev, ug noktalar1 birlestiren a-kirisin a-egimine esittir:

= f(b) —af(a) = fO(c) xa (b—0).

Onerme 5.22. (1. Birim Urete¢ — Klasik ODT)

a(x) = x icin klasik diferansiyel hesaptir:

oy f(b) = f(a)
f'(c) = T bh_a

Ekstremum noktasinda f'(c) = 0; = 0 olur.

Onerme 5.23. (2. Ustel Ureteg — Carpimsal ODT)

a(x) = e* i¢in geometrik degisim hizidir:

f(e) = (%>(>

Ekstremum noktasinda f*(c) = 1 = 0, olur!

Onerme 5.24. (3. Kuadratik Urete¢ — Kuadratik ODT)

a(x) = y/x igin karesel degisim oranidir:

f(‘7)(c) _ f2<Z; :2(22(“)'

Karesel enerji/gii¢ degisim hizini yakalar.

Onerme 5.25. (4. Harmonik Urete¢ — Harmonik ODT)

a(x) = 1/x icin resiprokal degisim oranidir:

_ 1/b—1/a
~ 1/f(b) —1/f(a)’

Direng ve iletkenlik degisim hizini yakalar.

£

» Fermat Teoreminin Carpimsal Sirr1 (f*(c) = 1): Klasik analizde ekstremumda egim 0 olurken; ¢arpimsal analizde biiytime ¢arpani 1 = 0, olur. Bu

durum biiyiimenin durup kiigtilmeye gectigi anlik ¢carpanin 1 oldugunu agiklar!
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5.8 a-Ortalama Deger Teoremi ve D6rt Temel Ortalamanin Dogusu

Ornek 5.26. (Klasik ve Carpimsal ODT (f(x) = x?))

1. Klasik ODT (f(x) = x2, [a,b]):

2 2
f(c)=2c= bb—Z =b+a

at+b

2. Carpimsal ODT (f(x) = x% = 0’ ¥);

1
In?b \ In(b/a)
p2ine _ [ € — plnb+ina

elnz a

c=— (Aritmetik Ortalama).

— c¢=+Vab (Geometrik Ortalama).

» Analitik Mucize (Dért Ortalama = Dort Uretegte Lagrange ODT): Cebir derslerinde birbirinden bagimsiz tanimlanan Aritmetik (%5%), Geometrik
(v/ab), Kuadratik (\/#) ve Harmonik (2% ortalamalar; aslinda tek bir Lagrange a-Ortalama Deger Teoreminin f(x) = x* fonksiyonu {izerindeki

a+b
dogal gortintimleridir!
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Ornek 5.27. (Kuadratik ve Harmonik ODT (f(x) = x?))
3. Kuadratik ODT (f(x) = x2, [a,b]):

4 g4
V2c= —ZZ—ZZ = Vb? + a?

2 | p2
= c=1/2 —;b (Kuadratik / RMS).

4. Harmonik ODT (f(x) = x?, [a,b]):

c 1/b—1/a ab

27 1/2—1/a2  a+b

2ab
a+b

(Harmonik Ortalama).

— C =
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5.9 Klasik ve Nevtonyen Olmayan a-Teget Dogrularinin Analitik insasi

Tanim 5.28. (Genel a-Teget Dogrusu Denklemi)
E, diizleminde y = f(x) egrisine Py(xo, o) noktasinda teget olan a-dogrunun egimi a-tiireve (m, = f(*)(xo)) esittir. Genel a-teget dogrusu denklemi:

Y=o = (x0) xa (x e x0) = a7 (y) — a7 (o) = a7 (fW(x0)) (a7 (x) —a (x0)).

Ornek 5.29. (f(x) = x? + 2 Egrisine Py(1,3) Noktasinda Cizilen 4 Farkli «-Tedet Dogrusu)
f(x) = x> + 2 egrisinin xo = 1 noktasindaki degeri yo = 3 ve ortak klasik egimi f'(1) = 2'dir.

1. Klasik Teget Dogrusu (¢ = x): m; = f'(1) =2 = y—3=2(x—1) = yi(x) = 2x+ 1 (Afin diiz dogru).

e 2. Carpimsal Teget Dogrusu (a = ¢*): k = x‘}{—x(f)") =12 =2 — y,(x) = 3x¥3 (Kuvvet egrisi; In x-Iny’de diiz dogru!).
e 3. Kuadratik Teget Dogrusu (a = \/x): m? = yof;(()’“)) =32 =6 = yq(x) = V6x2+ 3 (Hiperbol kolu; x>~y*de diiz dogru!).
e 4. Harmonik Teget Dogrusu (« = 1/x): m, ' = xé+§x°) =% = yn(x) = 2% (Doygunluk egrisi; 1/x-1/y’'de diiz dogru!).

» Geometrik Degme Karakteri: Dort tegetin tamami Py(1,3) noktasindan geger ve bu noktada ayn1 f'(1) = 2 teget egimine sahiptir; ancak kendi E,
diinyalarinda tam birer diiz dogrudur!
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5.10 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik Tegetlerin Cizimi

Her Uretecin Kendi Dogal E,, Fksenlerinde Dogrusalhk ispat:
Kartezyen Diizlemde 4 Farklh Newtonyen Olmayan Teget Dogrusu

(a) Klasik (x,y): y=2x+1 (b) Carpmmsal (Inx,lny): v= %u +In3
w— Orijinal Egri: f(x) =2+ 2 . 175 1
=== Klasik Teget: y,=2x+1 5 1.50 -
77 =<« Carpimsal Teget: y, = 3x2/3 .25 -
=+« Kuadratik Teget: y,=v/6x2+3 4 o
. :;‘ B 7
= Harmonik Teget: y, = 9_x2 e &
6 1 = 3 0.75
." ”
. 0.50 -
o.‘ f” -~ 24
..o.” P 0.25 4
Bl i 5 — el _
§ | P0(113) ,‘. ,./ 1 r T T T 1 4% T ' - ' '
| f'(1) = 2 Ortak Egim LS 65 10 iS5 S0 28 -15 -10 05 00 05
ﬁ - -'./_/ x Inx
t."‘
'§ 44 1 (¢) Kuadratik (x2, y2): v=>6u+3 (d) Harmenik (1/x,1/y): v= %u-ké
A 35 1.2 4 '
3 1 A 1.0 -
25 1
s 0.8 4
2 =2 =
2 L J 0.6 -
Laig® ’,’,/ 15
PV
7 10 1 0.4 -
/ "
11 ——r o —— 0.2 = : i i =
: ; ! g ) I : Y . 0 ]| 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 225 2
X 1/x
Reel Eksen x /

Sekil 5.2. f(x) = x? + 2 egrisine Py(1,3) noktasinda gizilen 4 farkli Nevtonyen olmayan teget dogrusunun standart Kartezyen uzaydaki (sol) ve her
tiretecin kendi dogal [E, koordinat sistemindeki (sag) gortintimleri.
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5.11 Farkli Ureteclere Gére Sabit a-Tiirevli Fonksiyonlar ve Degisim Profilleri

(a) Klasik Ureteg (a=1): f(z)=f'(z)=2

6 - m— f(r)=2x+1
= = Klasik Tirev: fO(z)=f'(x) =2

0= ' ' ' ' ' ' ' ' '
0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50

T

(c) Kuadratik Urete¢ (a =vX): f(z)= f(]");,f,("‘) =2

— f(r) =V 42 + 1

57 .... Klasik Tirev: fla)=—L
Vidz? 41

= Kuadratik Turev: £ (z) =2 (sabit)

0~ ' ' ' ' ' ' ' ' '
0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50

Sekil 5.1. Boliim 4'teki dort a-dogru fonksiyonunun (2x + 1, ex?, v/4x2 + 1,

(b) Carpimsal Urete¢ (@ =e*): f*(z)=exp <';:: ) =e?

— f(r)=c2”
16 = ... Kiasik Tirev: f'(z) = 2ex (degisken)
14 - === Carpimsal Tlrev: f*(z) =e? (sabit)

0 l 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50
xr
(d) Harmonik Urete¢ (a=1/x): f")(z)= '/,ﬁ:)) =2
z? f'(x)
2.5 -
2.0 o —————
5 15° — () =5
:g ==+« Klasik Turev: f'(z) :ﬁ
o 1.0 - ==« Harmonik Turev: f(z) =2 (sabit)

0.0 = ' ' ' ' ' ' '
0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50

2x
2x+1

) klasik tiirevleri (noktali egriler) ile kendi dogal a-tiirevlerinin (kesikli

yatay dogrular: sabit a-egim!) karsilastirmali gortiiniimii.
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5.12 Genel a-integral Tanimi ve Farkh Ureteclerde integral Operatorleri

Tanim 5.30. (Genel a-Belirli integral ve x-Riemann Toplami)

[a,b] C A araligmnin bir P = {xo, x1,...,x,} parcalanmasi i¢in A,x; = x; —, x;_1 olmak {izere, a-Riemann toplamlarinin a-limitine f fonksiyonunun [a, b
tizerindeki a-belirli integrali denir:

/aabf(x) dex = lim Z F(E) Xu Dgxi = a(/b 2 (f(x)) - (1Y (x) dx) .

max Ay x;—4 0y -

Onerme 5.31. (1. Birim Urete¢ — Klasik Riemann Integrali)
a(x) = x (d;x = dx) icin klasik belirli integraldir: a(x) = e* (a7 (y) = Iny) igin carpimsal belirli integral:

Onerme 5.32. (2. Ustel Ureteg¢ — Carpimsal integral)

" F) iy = /ubf(x) dx = E(b) — F(a). /u*bf(x) d.x = exp (/b In (%) %) — %

Onerme 5.33. (3. Kuadratik Uretec — Kuadratik Integral)

Onerme 5.34. (4. Harmonik Urete¢c — Harmonik Integral)
a(x) = v/x (a~(y) = y?) igin kuadratik belirli integral: a(x) =1/x («~(y) = 1/y) icin harmonik belirli integral:

aqbf(x)dqx:\//ube(f(x))zdx: F2(b) — F2(a). f(x ) dix = (/f ())1 F(b) —p, F(a).

» Kalkiiliisiin «-Temel Teoremi: F(*)(x) = f(x) (a-ilkel fonksiyon) olmak tizere her [1,b] C A araliginda f& ([ f(t)dat) = f(x) ve [ F@ (x) dox =
F(b) —u F(a) bagmtilar: saglanir.
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5.13 Klasik, Carpimsal, Kuadratik ve Harmonik integral Ornekleri

Ornek 5.35. (Klasik ve Carpimsal integraller) Ornek 5.36. (Kuadratik ve Harmonik integraller)

1. Klasik Belirli Integral (f(x) = 2x, [1,2]): 3. Kuadratik Integral (f(x) = v2x, [1,2]):
2xd1x:/12xdx:[x]1:4—1:3. Vaxdx = /4x3dx: 16 =1 — /5.
1 1
2. Carpimsal Integral (f(x) = x2, [1,¢]): s N
& 4. Harmonik Integral (f(x) = 3, [2,1]):

Saglama: F(e) —« F(1) = % =e.

*e ez]nx
/ x*d.x = exp (/ dx) =exp(l) =e. h1 1 -1 -1
1 1 X / Edhx:< 2udu> :(1—1> zg.
2 1

» Kalkiiliisiin Temel Teoreminin Evrenselligi: Dort tiretecin tamaminda belirli integral, ilkel fonksiyonun ug noktalardaki a-farkina (F(b) —

likle esittir ve klasik [ udu = }u? integralinin izomorfik goriintiileridir (3, e, /15, 3)!
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5.14 integral a-Ortalama Deger Teoremi ve Farkli Uretec Onermeleri

Teorem 5.37. (integral icin Genel a-Ortalama Deger Teoremi)

[a,b], izerinde a-stirekli bir f fonksiyonu i¢in en az bir ¢ € [, b], noktasinda fonksiyonun aldig: deger kendi a-integral ortalamasina (y,(f)) esittir:

() = (/b2 ) %0 [ fR)dex =0 ( Oy SR 0)) du) i)

a=!(a)

Onerme 5.38. (1. Birim Urete¢c — Aritmetik Ortalama)
a(x) = x icin klasik integral ortalamasidir:

pilf) = g [ £ dx = (o).

Fonksiyonun Aritmetik Ortalamasini tiretir.

Onerme 5.40. (3. Kuadratik Uretec — Kareli (RMS) Ortalama)
a(x) = y/x icin kuadratik integral ortalamasidir:

ue(f) = \/bZi—az /abefz(x) dx = f(c).

Fonksiyonun Kareli (RMS) Ortalamasini iiretir.

Onerme 5.39. (2. Ustel Uretec — Geometrik Ortalama)

a(x) = e* i¢in carpimsal integral ortalamasidir:

) =ep (e [ 070 ) = ro.

Fonksiyonun Geometrik Ortalamasini iiretir.

Onerme 5.41. (4. Harmonik Urete¢ — Harmonik Ortalama)

a(x) = 1/x icin harmonik integral ortalamasidir:

1
mf) = (%% /fﬁd(%)) - )

» Ortalamalar Esitsizliginin Analitik Kokeni: Klasik cebirdeki u, < p. < py < pg esitsizligi; tek bir Integral a-Ortalama Deger Teoreminin dort iireteg

(e =1/x,¢e*,x,/x) altindaki dogal siralamasindan kaynaklanr!
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5.15 Farkh Ureteclerde a-integral Birikim Alanlan ve Kalkiiliisiin Temel Teoremi

(a) Klasik Integral (o =1): F(b) — F(a) (b) Carpimsal Integral (o =e*): F(b) — , F(a) = F(b)/F(a)

— f(z)=2x — () =2 = e

ve e
8- / zzd*z:exp(/ zﬁ#dz):e
i 1

------ Carpimsal Sifir Seviyesi (0, =1)

5 -

12
/ 2rdr=22-12=3
J1

6 -
= =
4 -
2 -
1- 21
0 l 1 1 1 1 1 1 1 1 0 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 2.75 3.00
(¢) Kuadratik Integral (o= vx): \/ F*(b) — F?(a) (d) Harmonik Integral (a=1/x): F(b) — , F(a)
4.0 -
— fr)=V22 1.4 - == flr)=5
3.5~ . h1 1
30 / Vazdg=Vat 11 =V15 1.2 - /2 %dhf:[/?%d(l/Z)]"%
U - 1 2
1.0 -
2.5 -
= = 0.8-
8 - 8
= 2.0 =
1.5- 0.6 -
1.0 - 0.4 -
0.5 - 0.2 -
0.0 l 1 1 1 1 1 1 1 1 0.0 l 1 1 1 1 1 1 1 1
0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 2.25 2.50
x T

Sekil 5.3. Klasik (a« = I), carpimsal (a = e*), kuadratik (« = \/x) ve harmonik (« = 1/x) tiretegler altinda a-belirli integral birikim bolgeleri ve
Kalkiiliisiin a-Temel Teoremi ( [** F®) (x) dyx = F(b) — F(a)) sonuglart.
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5.16 Kendi E, Uzayinda Yapisi Tam Korunan Temel Teoremler

a : R — A dontistimii siirekli ve kesin artan bir bijeksiyon oldugunda, (R, +,-, <, |- |) ile (A, +4, X4, <a,| - [«) tam siral1 ve izometrik bir cisim izomorfizmasi
olusturur. Bu nedenle yalnizca i¢ islemler (+4, x4, 04, 12) cinsinden kurulan tiim analiz teoremleri kusursuz bi¢cimde korunur:

1. Limit ve Yakinsama: a-Sikistirma (Sandvic) Teoremi:
g(x) <a f(x) <gh(x) ve lim g(x)= lim h(x) =L = lim f(x) = L.

X—qd X—qdd X—qdd
2. Siireklilik ve Ekstremum: a-Ara Deger (f(c) = 0,) ve a-Weierstrass Ekstremum ([a, b],’da maksimum ve minimuma zorunlu ulagim)
teoremleri.

3. Tiirev ve Degisim: a-Fermat (f(*)(c) = 0,), a-Rolle ve a-Lagrange Ortalama Deger Teoremi:

F(B) —a f(a) = F1(c) Xu (b —xa).
4. Belirsizlikler ve Seriler: 0,/,0, belirsizlikleri i¢in a-L’'Hopital Kurali ve a-Taylor serisi agilimai.
5. Integral ve Temel Teorem: Kalkiiliisiin L. ve II. a-Temel Teoremi, a-Kismi Integrasyon ve Integral «a-ODT:

ab
/ FO) (x) dax = F(b) —o F(a).

» Izomorfik Giivence: Bu teoremler [E, uzaymnim kendi cetveli (d,) ve ig aritmetigiyle ifade edildiginde, klasik analizdeki bigimsel yapilarini ve mantiksal
ispat adimlarini birebir korur.
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5.17 Aritmetik Degistiginde Ortaya Cikan Kirilma ve Bozulma Durumlar

Klasik islemler (+,-) ile a-islemleri bir arada kullanildiginda veya tiretecin tekillik ve tanim kiimesi sinirlarinda klasik teoremler yapisal bozulmalara ve
kirilmalara ugrar:

1. Klasik Dogrusalligin ve Siiperpozisyonun Bozulmasi: a-tiirev ve a-integral klasik toplama (+) altinda dogrusal degildir:

*b xb 1/
(F+8) #f +58", / (f(X)Jrg(X))d*x;é/a fd*x+/a gd,x.

Diferansiyel denklemlerde klasik siiperpozisyon ¢oker; yerini a-stiperpozisyon (c1 X4 i1 +a €2 X4 y2) alir.

2. Sifir ve Negatiflik Kirillmasi (a« = e*): Klasikte her yerde piiriizsiiz olan f(x) = x — 1 fonksiyonu x < 1i¢in R, = (0, o) kiimesi disina
¢ikar. x — 17 iken ¢arpimsal uzaklik sonsuza gider (d.(f(x),1) — o); carpimsal siireklilik, Rolle ve ODT tamamen bozulur!

3. Ureteg Tiirevinin Tekilligi («’(0) = o, Kuadratik Uretec): Klasikte tiirevlenebilir f(x) = x + 1 fonksiyonunun kuadratik tiirevi x = 0’da

tanimsizdair:
F@(x) = \/f(x)fl(x_) _ \/x_“Ll =0t o

X

4. Kutupsal Kopukluk (« = 1/x, Harmonik Uretec): 0 ¢ R, = R\ {0} oldugundan [—1, 1] arahiginda uzay ikiye boliiniir; klasik Ara Deger
ve Rolle teoremleri 0’1 igeren araliklarda ¢alismaz.

» Aritmetiksel Uyum Tlkesi: Bir analitik yapinun gegerliligini korumasi, teoremin o uzayin dogal i¢ islemleriyle (+4, X4, 04, 14) ifade edilmesine ve tiretecin
bijektif tanim kiimesi sinirlar1 icinde kalinmasina baghdir.
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Bolim 6: Genel Sonuclar

6.1 Nevtonyen Olmayan Analiz ve Geometrinin Genel Sentezi

Bu sunum serisinde, Michael Grossman ve Robert Katz'in (1972) temellerini attig1 ve giiniimiizde diferansiyel geometriye uzanan Nevtonyen olmayan
kalkiiliis kurami; aritmetik temellerden cebirsel yapilara, geometrik formlardan analiz siireglerine kadar eksiksiz bir hiyerarsiyle incelenmistir.

Onerme 6.2. (2. Analiz Siirecleri ve Ortalamalar)
Teoremlerin Ortak Kokii: Klasik cebirdeki Aritmetik, Geometrik,
= ex? Kuadratik ve Harmonik ortalamalar; tek bir Lagrange a-Ortalama

Onerme 6.1. (1. Aritmetik ve Geometri Biittinltigii)
Problemin Dogal Geometrisi: Klasik Kartezyen diizlemde egri,

biikiimlii ve karmasik goriinen kuvvet ve {tistel yapilar (y =
4x2 +1, %) ; kendi dogal E, uzaymda tam birer diiz dogrudur!

Deger Teoreminin dort farkl: tireteg altindaki dogal izdiistimleridir.

» Aksiyomatik Ozgiirliik: Standart toplama ve carpma tek secenek degildir; incelenen olgunun karakterine uygun bir & iireteci segildiginde matematiksel

modeller dramatik bigimde sadelesir.
» Teget Dogrusunun Genellemesi: Klasik tiirev egriye afin dogru tegetini verirken; a-tiirev egriye o uzaymn dogal kuvvet, hiperbol veya doygunluk

tegetini verir.
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6.2 Nevtonyen Olmayan Analiz Nasil ve Ne Zaman Kullaniimahdir?

Nevtonyen olmayan analiz, klasik analizin yerine gecen bir alternatif degil; problemin i¢sel dinamigine gore optimize edilmis daha genel bir tist matem-
atik dilidir. Basarili bir modelleme igin izlenmesi gereken metodolojik adimlar:

Adim 1. Veri ve Degisim Dinamiginin Karakterini Teshis Edin: Incelenen biiyiikliik mutlak farklarla m1 (Ay), katlanarak goreli oranlarla m1
(y2/y1), karesel enerji/gti¢ birikimiyle mi (/;), yoksa paralel iletkenlik/diren¢ mantigryla m1 degisiyor?

Adim 2. Dogal Urete¢ Fonksiyonunu Belirleyin (¢ : R — A):
e Dogrusal/toplamsal siirecler = Birim Urete¢ a(x) = x (Klasik Analiz)
e Niifus, faiz, fraktal, allometri = Ustel Uretec a(x) = ¢* (Carpimsal Analiz)
e Kinetik enerji, sinyal giicii, varyans = Kuadratik Ureteg a(x) = /x
e Hiz-zaman, optik odak, paralel diren¢ = Harmonik Urete¢ a(x)=1/x

Adim 3. E, Uzayinda Modeli Kurun ve Analitik Olarak Coziin: Karmasik goriinen non-lineer diferansiyel denklemler, a-tiirev ve a-integral
altinda sabit katsayil1 dogrusal formlara doniisiir; ¢oziimler dogrudan kapali formda elde edilir.

Adim 4. Geri-Cekme (a~!) ile Klasik Fiziksel Yorumu Yapin: a-diinyasinda elde edilen dogrusal sonuglar, a izomorfizmasiyla klasik reel eksene
tasinarak yorumlanur.

» Altin Ilke: Sistemi zorla klasik toplamsal kaliba sokmak yerine, aritmetigi sistemin dogal diline uyarlayimiz!
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6.3 Nevtonyen Olmayan Analizin Avantajlari ve Giicli Yonleri

Onerme 6.3. (1. Dogrusallastirma Giicti) Onerme 6.4. (2. Olcekten Bagimsizlik (Scale-Free))
Non-Lineerligi Dogrusallastirma: Klasik analizde ¢6ziimii ¢ok zor Birim Degisimlerine Duyarsizlik: Carpimsal analizde tiirev (f*)
olan kuvvet ve tistel diferansiyel denklemler; E, veya E, uzaymnda bir- Ol¢tim birimlerinin (metre, kilometre, gram vb.) oOlgeklenmesinden
inci derece sabit katsayil1 dogrusal denklem haline gelir. etkilenmez; iktisattaki esneklik (elastikiyet) kavramini dogrudan
modeler.

Onerme 6.6. (4. icsel Geometrik Dogallik)
Kesme Hatasiz Hesaplama: Niifus ve biyoloji modellerinde klasik Egrilerin Diiz Cetveli: Klasik Kartezyen uzayda biikiilen egriler, kendi
Runge-Kutta yontemleri eksiye diisebilirken; ¢arpimsal Runge-Kutta dogal metrigi d, ile 6lciildiigiinde tam diiz dogru, tam simetrik cember
yontemleri pozitifligi mutlak olarak korur ve sifira yaklasirken karar- ve tam dairesel koni olarak davranir.
ladar.

» Kavramsal Sadelesme: Karmasik logaritmik dontisiimler ve suni koordinat yamalar: yerine, dogrudan o yapinin cebirsel cismi iizerinde calismak
matematiksel zarafet saglar.
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6.4 Dezavantajlar, Sinirhiliklar ve Kirilma Noktalari

Onerme 6.7. (1. Klasik Dogrusallik Kaybi)

Siiperpozisyonun Bozulmasi: a-tiirev ve a-integral klasik toplama (+)
altinda dogrusal degildir:

(e #f+g, [ Grndat [f+ [z

Klasik Fourier analizi ve stiperpozisyon ¢oker; yerini a-siiperpozisyon
(Cl Xa Y1 +aC2 Xy yz) alir.

Onerme 6.8. (2. Tamim Kiimesi ve Pozitiflik Kisiti)
Sifir ve Eksi Deger Engeli: Carpimsal analizde A = R, = (0,00) olup

sifir veya eksi deger alan fonksiyonlar (f(x) < 0) carpimsal siirekliligini
ve tiirevini kaybeder; In 0 tekilligi olusur.

Onerme 6.9. (3. Ureteg Tiirevi Tekillikleri)
Kritik Nokta Kirilmas:: Kuadratik tiretecte a’'(0) = oo oldugundan
klasikte piirtizsiiz olan f(x) = x + 1, x = 0’da kuadratik tiirevlenemez

(F(0) = o).

Onerme 6.10. (4. Aliskanlik ve Literattir Dili)

Pedagojik Bariyer: Ug asirlik Nevton-Leibniz toplamsal zihin kalibt
nedeniyle, 0, = 1 veya x +,y = xy gibi kavramlar uygulayicilar igin
baslangicta soyut gelebilmektedir.

» Uygulama Uyarist: incelenen problem mutlak toplamlari ve korunum yasalarini (+) iceriyorsa klasik analiz; oranlari, biiyiime ¢arpanlarini ve 6lgekleri

iceriyorsa Nevtonyen olmayan analiz tercih edilmelidir.
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6.5 Klasik Analiz ile Nevtonyen Olmayan Analizin Karsilastirmali Bilancosu

Degerlendirme Kri-
teri

Klasik Analiz (¢« = I)

Nevtonyen Olmayan Analiz («)

Temel Say1 Kiimesi

Ry, = A C R (0rnegin R, =

(0,0))

Temel Islem | Toplama (+) ve Cikarma (—) | a-Toplama (+,) ve a-Carpma
Paradigmasi (Xa)
Degisim Olgiitii Mutlak fark: Ay =y — 13 Goreli oran / a-fark: yo —, y1

Dogal Egri / Dogru

Diiz afin dogru: y = mx +n

a-Dogru:  y = m Xz X 44 n
(kuvvet, hiperbol vb.)

Tiirev Operatorii

A
f'(x) = lim 32

o D (f(x
f9() = o G ()

Ekstremum Sart1 f'(c) = 0 (Sifir egim) f@() = 0, (Carpimsalda
fr(e)=1)
integral Ortalamas1 | Aritmetik Ortalama () Aritmetik, Geometrik,

Kuadratik, Harmonik

En Giiclii Oldugu
Saha

Mekanik, dogrusal devreler,

korunumlar

Ustel biiyiime, fraktallar, sinyal
glicii, biyoloji

Temel Sinirlilig:

Ustel siireglerde degisken kat-

sayilar

Toplamsal siiperpozisyon ve
tanim kiimesi kisit1

» Metodolojik Sonug: Her iki kalkiiliis ailesi birbirinin zitti degil; (a,B) iireteg ¢iftlerinin olusturdugu sonsuz kalkiiliisler uzaymnin iki temel kardes

tiyesidir.
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